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ALLE BECHTE, EINSGHLJESZLICH DES ÜBERSETZUKGSBECHTS, VOBBBHALTEN. 



YorTvort. 



In der Vorrede zum ersten Teil dieser Vorlesungen habe ich 
bereits die Gesichtspunkte aufgestellt; die mir für die Abfassung des 
ganzen Werkes maßgebend waren, so daß ich hierüber nichts weiter 
mehr beizufügen brauche; nur mag noch erwähnt werden , daß ich 
im Torliegenden zweiten Teile von einer Rücksichtnahme auf die 
politische Geschichte abstehen zu dürfen glaubte, da die Wissenschaft 
vom 17. Jahrhundert ab durch den wachsenden Verkehr immer mehr 
internationalen Charakter annahm. 

Was aber die Begrenzung des Stoffes anlangt, so habe ich noch 
einige Bemerkungen zu machen. Ich versprach, die geschichtliche 
Entwicklung der Trigonometrie bis zur Gegenwart fortzuführen; dies 
ist auch geschehen, aber nur unter beständigem Kampf mit der Fülle 
des ins Enorme wachsenden Stoffes ^ aus dem ich nur diejenigen 
Arbeiten herauszufinden suchte, welche imserer Wissenschaft einen 
wirklichen Portschritt gebracht haben. Da aber die Trigonometrie 
im Laufe der Zeit mit einer ganzen Reihe anderer mathematischer 
Wissensgebiete in engste Fühlung trat — ich nenne außer Astronomie 
und Geodäsie nur die im 18. Jahrhundert entstandene elementare und 
höhere Analysis und im Anschlüsse hieran die Funktionentheorie — 
so galt es, entweder von vornherein auf Übergriffe in diese Gebiete 
ganz zu verzichten und sich nur auf die elementare Trigonometrie 
zu beschränken, oder doch diejenigen Dinge herüberzunehmen, welche 
selbst wieder befruchtend und erweiternd auf das Gebiet unserer 
Wissenschaft einwirkten. Ich entschloß mich zu letzterem, da ich 
glaube, daß hierdurch die Darstellung wesentlich an allgemeinem 
Interesse gewinnen wird; allerdings muß ich das Urteil darüber, in- 
wieweit es mir gelungen ist, jederzeit die richtige Grenze eingehalten 
zu haben, meinen Lesern überlassen, die jedoch zugeben werden, daß 
einem gewissen subjektiven Empfinden hierbei die Berechtigung nicht 
abgesprochen werden darf. 

Die äußerst günstige Aufnahme, die der erste Teil dieser Vor- 
lesungen bei allen Sachverständigen gefunden hat, läßt mich die 



IV Vorwort 

Hofiiiang hegen y daß der große Aufwand an Zeit und Mühe, den 
die Ahfassung dieses Bandes in noch weit höherem Maße als die 
des ersten forderte , nicht ganz umsonst gewesen sei; und wenn 
es mir yielleicht gelingen sollte, in einem oder dem andern meiner 
Leser die Lust zu ernster und gewissenhafter Forschung auf einem 
Spezialgebiete der Geschichte der Mathematik zu erwecken, so wäre 
ich dadurch reichlich belohnt. 

Zum Schlüsse obliegt mir noch die angenehme Pflicht, meinem 
Assistenten Herrn P. T hier seh für die Beihilfe, die er mir bei der 
Korrektur zuteil werden ließ, sowie dem Herrn Verleger für sein 
Entgegenkommen bezüglich der raschen Förderung des Druckes und 
für die gediegene Ausstattung des ganzen Werkes meinen Dank aus- 
zusprechen. 

Ich fuge noch einige Ergänzungen und Berichtigungen zum ersten 
Teile bei, die teils durch die fortschreitende Forschung notwendig 
wurden, teils mir inzwischen durch gütige Mitteilung von yersehiedenen 
Seiten zukamen. 

S. 8, Zeile 14 von unten lies ^2 > |, statt < f 
. S. 9. Die hier ausgesprochene Vermutung über die Entstehung 
der Formeln für die Polygonsinhalte hat inzwischen eine direkte Be- 
stätigung durch W. Schmidt erfahren, der ihre Bichtigkeü; aus 
Herons Metrika nachwies. Bibl. math. I, 1900, 319—320. 

S. 10 — 14. Die hier mitgeteilte graphische Methode der Griechen 
hat H. Zeuthen noch eingehender untersucht (Bibl. math. I, 1900, 
20 — 27) uüd gefunden, daß die von mir S. 38 — 41 den Lidern zu- 
gewiesene rechnerische Behandlung derselben sich in der Hauptsache 
auch schon im Analemma des Ptolemäus findet. Die angezogene 
Arbeit des Herrn Zeuthen muß daher bei der Lektüre der §§ 1, Kap. 2 
und 2, Kap. 3 berücksichtigt werden. — S. 14, Zeile 3 von unten 
lies Hultsch statt Heiberg. 

S. 14 — 19. Das hier über die Sphärik des Menelaus Mitgeteilte 
erfährt durch die soeben erschienenen vortreflFlichen „Studien über 
Menelaus' Sphärik, welche Herr A. A. Björnbo nach neuem hand- 
schriftlichen Material anstellte, noch verschiedene Er^nzungen. So 
gehört von der S. 16, Zeile 17 — 19 angeführten prop. XX nur die 
erste Hälflie dem Menelaus, die zweite dem Maurolicus an; die 
Zeile 21 — 23 erwähnte Bemerkiuag ist ebenfalls dem letzteren zu- 
zuschreiben; dagegen gehören der S. 28 bei Theon gefundene Satz, 
die S. 62 unten dem Ibn Junos zugeschriebene zweite Formel und 
die S. 152 von Maurolicus für sich in Anspruch genommene Theorie 
bereits dem Menelaus an. — S. 19, Zeile 6 lies t(iil(iata statt rgi]' 
iiata] Zeile 15 3f; statt S% 
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S. 20, Zeile 1 „Bögen'' statt „Längen''. 

S. 21, Zeile 14 von unten ^^nächstvorhergehende" statt „nächste". 

S. 22, Zeile 17 von unten „Minuten" statt „Sekunden". 

S. 29. Unter den griechischen Schriftstellern nach Ptolemäus, 
bei denen sich vereinzelt trigonometrische Sätze finden, sind noch 
Pappus und Serenus aus Antinoeia zu nennen. Vgl. Näheres bei 
G. Loria, Le scienze esatte nell' Antica Grecia, lib. III. 

S. 36 letzte Zeile p. (22) statt p. (24). 

S. 40, Zeile 6 von unten (= CE - cos t^) statt (- CE + cos ^o). 

S. 46, Zeile 16 muß stehen Ishäk ben Hunain; ebenda Anm. 3 
ist noch zu erwähnen, daß ein Manuskript der Schrift „De figura 
sectoris" sich im Cod. Paris. Arsenalis 1035 befindet. Björnbo teilte 
mir mit, daß eine Einsicht dieses Codex meine auf S. 47 ausgesprochene 
Vermutung, Täbit habe schon die Regel der 4 Größen gefanden, 
nicht bestätigt. 

S. 48, Zeile 4 lies 773 statt 772. Ebenda Anm. 5 ist folgende 
neue Ausgabe des Werkes von Al-Battäni zu erwähnen: Al-Battäni, 
sive Albatenii opus astronomicum. Ad fidem codicis escurialensis 
ai;abice editum, latine versum, adnotationibus instructum. Pars III 
Textum arabicum continens, ä Carlo Alphonso Nallino. Milano 1899. 

S. 49, Zeile 15, S. 50, Anm. 1 und Register lies Ruska statt 
Raska. 

S. 53, Zeüe 1: A DD'Ä' statt A DD'Ä, 

S. 57, Zeile 8: sin (^^ statt sin (JJ)». Bezüglich der Einfuhrung 
der Schatten teilt H. Suter in: Die Mathematiker und Astronomen 
der Araber, 1900, 209 mit, daß schon Habas unter dem Khalifen 
Al-Mamün dieselben verwendet habe. 

S. 60, Zeile 28 lies 1048 statt 1038 oder 1039 (nach Suter a. a. 0.). 

S. 62, Zeile 9 lies 1009 statt 1008 (nach Suter a. a. 0.). 

S. 64, Anm. 6 ist zu erwähnen, daß Alhazens Schrift über die 
Kreisquadratur von Suter in Zeitschr, für Math. u. Phys. XLIV, bist, 
lit. Teil 33—47 bereits veröffentlicht ist. 

S. 67, Zeile 4 von unten und S. 249 lies Al-Ch|zin statt 
Al-Chäzim. 

S. 70, Zeile 15: Willebrord statt Willebrod. 

S. 72, Zeüe 27 lies 1524/25 statt 1412 (nach Suter a. a. 0.). 

S. 73. Die in den letzten Zeilen der Anm. 2 zu S. 72 aus- 
gesprochene Vermutung, daß auch Al-Zarkäli das dort mitgeteilte 
Divisionsverfahren kannte, hat sich nicht bestätigt, nachdem M. Curtze 
einen Auszug aus einer Handschrift der Canones in Bibl. math. I, 
1900, 337—347 veröffentlichte. 
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S. 74. Nach brieflicher Mitteilung von H. Suter heißt Arzachel: 
Abu Ishäk Ibrahim ihn Jahjä al-Zarkäli. — Dschabirs Todes- 
jahr soll zwischen 1140 und 1150 fallen (Suter a.a.O. 119). 

S. 74, Zeüe 14 lies {Ä + y^Y statt Ä + y^. 

S. 76. M. Curtze hat am a. o. a. 0. meine Vermutung bestätigt, 
daß die hier mitgeteilte Methode der Tafelberechnung eine direkte 
Abschrift aus Al-Zarkälis Ganones ist 

S. 78, Zeile 18 fehlt vor den beiden Wurzehi der Paktor |. 

S. 79, Anm. 3. Die Delambre entnommene Notiz, daß Al-Zar- 
käli sich neben einem Badius von 150' auch eines solchen yon 60^ 
bediente, ist nach M. Curtze a. a. 0. 346 Anm. nicht richtig; er ge- 
brauchte nur den ersteren. 

S. 79, Zeüe 2: 37J statt 73-J. 

S. 89, Zeile 8: „ihrem" statt „seinem". 

S. 90, Zeüe 3: 1204 statt 1284. 

S. 93, Anm. 4. Die hier erwähnte älteste Sehnentafel in einem 
lateinischen Werk (1116) ist inzwischen von M. Curtze veröffentlicht 
worden (Bibl. math. I, 1900, 330 imd Urkunden zur Geschichte der 
Mathem., Abhandl. zur Gesch. der Math. XU, I, Leipzig 1902, 108). 

S. 94, Zeüe 25 ist zu streichen: „vieUeicht der ersteh da Curtze 
a. e. a. O. nachgewiesen hat, daß die Übersetzung des Liber Emba- 
dorum durch Plato von Tivoli den Übersetzungen Atelharts 
vorausgeht. 

S. 102, Anm. 1. Dieses Manuskript hat Curtze inzwischen ver- 
öffentlicht. Bibl. math. I, 1900, 353—372. 

S. 103, Anm. 3. Durch F. Kults ch (Abhandl. zur Gesch. der 
Mathem. IX, 1899, 193 — 209) ist es wahrscheinlich gemacht, daß 
dieses Instrument aus den Dioptra Hipparchs entstanden ist. 

S. 104, Anm. 1. Diese Handschrift ist inzwischen von Curtze 
veröffentlicht. Bibl. math. I, 1900, 372—380. 

S. 106, Anm. 2. Von Curtze veröffentlicht, ebenda 380—390. 

S. 107. Dem Zeile 21 — 22 ausgesprochenen Wunsche, Näheres 
über die Canones des Joh. de Lineriis zu erfahren, ist Curtze 
nachgekommen, indem er in Bibl. math. I, 390 — 413 das Wichtigste 
aus Cod. Basü. F. 11, 7 veröffentlichte und außerdem auch die Sinus- 
rechnung des Joh. de Muris beifügte, ebenda 413 — 416. Aus diesen 
Handschriften ergibt sich, daß der erstere sinus, sinus versus, umbra 
recta und umbra versa definiert und mit ihnen rechnet, daß er aus 
Al-Zarkäli die Berechnung der Sinustafel fiir den Badius 150' 
herübemahm, außerdem aber noch eine zweite Sinustafel für halbe 
Grade und den Durchmesser 120' herstellte, daß er femer eine Schatten- 
tafel for den Durchmesser 12 und einzelne Grade des Quadranten 
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berechnete nnd endlich eine Proportionstafel zur Erleichterung der 
Interpolation angab. Joh. de Maris aber gab eine wenn auch an 
Al-Zarkäli anschließende; doch ziemlich selbständige Berechnung 
der Sinnsfunktion^ die die schwerfällige Figur Zarkälis (vgl. S. 78 
dieses Werkes) durch eine einfachere ersetzt. 

S. 113; Zeile 5 sollte bemerkt sein^ daß Cusanus die für n — cx> 
abgeleitete Gleichung (in dieser Zeile) auch für n » 4^ n » u. s. w.^ 
natürlich ohne jede Berechtigung, als richtig annimmt. 

S. 115; Zeile 24 ist der Satz ^^Nachahmung . . .'^ zu streichen und 
dafür auf Stevin hinzuweiseu; der 1583 in La disme Art. V die 
zentesimale Teilung des Winkels vorschlug. 

S. 126, Zeile 16 von unten muß es heißen: me «= Y^g^ — m^. 

S. 127; Anm. 3 kann bemerkt werden, daß Regiomontan in 
einem Briefe an Bianchini ausdrücklich Dschäbir erwähnt, und 
eine zweite Stelle dieses Briefes bestätigt meine Vermutung (S. 129—130), 
daß das HI. Buch von Begiomontans Dreiecksbüchem erst später 
beigefugt wurde. (Curtze; Urkunden zur Gesch. der Mathem., Ab- 
handl. zur Gesch. der Math. XU; I, Leipzig 1902; 243; 304.) 

S. 128; Zeile 16 von unten: IV. Buches statt V. Buches. 

S. 134, Zeile 3. Inzwischen hat A. A. Björnbo in der Vati- 
kanischen Bibliothek ein Manuskript von Werners ;;De triangulis 
libri Y" aufgefunden; dessen Inhalt meine S. 135 aufgestellte Be- 
hauptung über die Erfindung der Prosthaphäresis voUanf bestätigt. 
(Vgl. hierüber Eneström Bibl. math. 1902; 242.) Der genannte 
Gelehrte plant eine Herausgabe der Handschrift; deren Wichtigkeit 
für die Geschichte der Trigonometrie ich genügend betont habe. 

S. 140; Anm. 1. Der hier als ;,Selbstanzeige'' bezeichnete Com- 
mentariolus des Coppernicus ist nach den neuesten Untersuchungen 
von L. A. Birkenmajer (Nicolas Gopemic. Premiere partie: Etudes 
snr les travaux du cä^bre astronome et mat^aux pour servir ä sa 
biographie. Extrait du Bulletin de TAcad^mie des sciences de Cra- 
covie. Glasse des sei. mathem. Mars 1902; p. 205 und 209) nicht 
sowohl eine Voranzeige der Revolutionen, als vielmehr eine selb- 
ständige Schrift über ein heliozentrisches System mit zwei Epizykeln; 
das Coppernicus schon vor 1512 ausgearbeitet hat. 

S. 142; Zeile 2. Nach eingehenden Untersuchungen von L. A. Bir- 
kenmajer lernte Coppernicus den Geber schon 1493 oder 1495 
von seinem Lehrer Brudzewo kennen. Vgl. Mikotaj Kopemik. W. Kra- 
kowie, 1900; 235 flf. 

S. 150 ist zn zitieren: Macri: Francesco Maurolico nella vita e 
nelli scritti. See. ediz. Messina 1901. 
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S. 152. Der hier dem Maurolicus zugeschriebene Satz gehört 
dem Menelaus^ sollte also etwa S. 18 angeführt sein. Dieser Irrtum 
kommt daher^ daß Maurolicus diesen und noch einige andere Sätze 
in seine Sphärik aufnahm^ während sie in Halleys Menelaus-Aus- 
gäbe (die ich nicht kannte) diesem zugewiesen sind und nach Björn- 
bos Untersuchung der Handschriften von Menelaus' Sphärik ihm 
auch tatsächlich zugehören. 

S. 158, Anm. 5. H. Bosmans wies nach, daß dies keine Neu- 
auflage ist, sondern daß alte Exemplare mit neuem Titel yersehen 
wurden. (Le traite des Sinus de M. Coignet 1901, 22 ff.) 

S. 161. Den Qleichungen (1) bis (3) sind noch beizuftigen: 

ctg« = y (ctg Y - tg y) , cosec cc = Y(ctg Y + tgy) ; in Formel 4 

fällt der Faktor 2 weg. 

S. 175, Anm. 2 ist noch zu zitieren: Glaisher, Messenger of 
Mathem. II, 1872, 124—128 und Bierens de Haan, ebenda III, 
1874, 24—26. 

S. 176, Zeile 13 muß es heißen: -''- (2n sin a; - 1). 

S. 179 lies in der Tabelle Decadis statt Decadio. 

S. 187, Zeile 10 muß es heißen: Holstein-Gottorp. 

S. 193, Zeile 26 lies Friedrich IL statt Christian U. 

S. 194. Bei Christoph Rothmann ist noch zu bemerken, daß 
er eine ausgedehnte Sekantentafel berechnete, die aber nicht publi- 
ziert ist. 

S. 196, Zeile 6: HK statt HR] letzte Textzeüe 12834 statt 
212834 

S. 197, Anm. 4, Zeile 4 von unten muß es heißen: erschienen in 
Abhandl. zur Gesch. der Matl^ IX, 15—29. 

S. 198 muß in der Figur Punkt C auf DE li^n; Zeile 8 von 
unten lies secundum statt sesundum. 

S. 200, Anm. 2. Das Manuskript ist nicht von Tycho selbst, 
sondern von einem seiner Schüler geschrieben. (Briefliche Mitteilung 
von H. F. R. Friis.) 

S. 201, Zeile 16 von unten: Inv. III statt Inv. IL 

S. 210, Anm. 4 ist ganz zu streichen, da Cataldis Divinum in- 
ventum sich auf die Ereisquadratur bezieht, wie mir die Einsicht 
eines durch die Güte von Herrn G. Loria zur Verfügung gestellten 
Exemplares der Schrift von Cataldi zeigte. 

S. 223, Anm. 2. Vgl. über die verschiedenen Ausgaben von 
Pitiscus' Trigonometrie Gravelaar in Nieuwe Archief 3. Ser. III, 
1898, 253. — Letzte Zeile lies Handson statt Hundson. 
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S. 227; Zeile 12 und 13 von unten sinvers c und sinvers (A — B) 
statt sin c und sin (Ä — B). 

S. 230, Zeile 2, 3, 4 ist statt B, C und umgekehrt zu setzen. 

S. 237, Anm. 2 zu S. 236 soll Zeile 8 von unten statt „stammt 
von Schuler" heißen: „steht schon bei Vieta (Hunrath, Abhandl. 
zur Geschichte der Mathem. IX, 226 oben) und folgt leicht aus 
Gleichung 3) S. 161. 

S. 246, Zeile 12. Stampioens Tafeln sind ein genauer Abdruck 
der Tafeln von Lansberg mit allen Fehlem. (Briefliche Mitteilung 
von H. Grimmeißen.) Jean Jansz Stampioen ist 1610 in 
Rotterdam geboren und lebte noch 1689. Bierms de Haan in Zeit- 
schrift für Math, und Phys. 1887, XXXII, Lit.-hist. Abtlg. 170. 

S. 248, Zeile 5. Hier ist zu verweisen auf: Glaisher in Messenger 
of Mathem. IH, 1874, 35 — 38. Grimberger hat nach Ludolf von 
Ceulen die Berechnung von x auf lange Zeit hinaus am weitesten 
getrieben und zwar mit Hilfe der Methode von Sn eil ins. 

München im Januar 1903. 

A. V. BraunmühL 
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1. Kapitel. 

Die Erfindung der Logarithmen nnd ihr Einfloß auf die 
Trigonometrie. 

§ 1. Jobst Bürgi und John Neper. 

Im ersten Teile unseres Werkes sahen wir, welche enorme An- 
strengungen gemacht worden waren, nm Tabellenwerke herzustellen, 
die eine Abkürzung der mühsamen trigonometrischen Rechnungen 
ermöglichten. Es war dies ein dringendes Bedürfnis geworden, da die 
praktischen Anwendungen der Trigonometrie immer mehr an Ausdeh- 
nung gewannen. Die Erfindung der prosthaphäretischen Methode 
bot allerdings die Möglichkeit, die so Blstigen Multiplikationen und 
Divisionen durch die bequemere Addition und Subtraktion zu ersetzen, 
hatte aber auch manche Nachteile, welche sich hauptsachlich darin 
konzentrierten, daß zu einer sicheren Anwendung derselben trigono- 
metrische Tabellen mit großer SteUenzahl notwendig waren. Diese 
waren aber einerseits infolge ihres Umfanges unbequem zu gebrauchen, 
andererseits überstiegen die bedeutenden Kosten ihrer Anschaffung 
die Mittel so manchen Mathematikers oder Astronomen. Es darf 
daher nicht Wunder nehmen, wenn man darauf ausging, andere Me- 
thoden zu ersinnen, die sich besser zu praktischer Verwendung 
eigneten. 

Da wir übrigens keine Geschichte der Rechnungsmethoden 
schreiben, so erwähnen wir auch jenes voluminöse Werk nur neben- 
bei, welches der bairische Kanzler und Gelehrte Hans Georg Her- 
warth (oder Hoerwarth) von Hohenburg (1553 — 1622)^) im Jahre 
1610 erscheinen ließ, und das den Titel führt „Tabulae Arithmeticae 
nP02&AOAIPE2ESl£ universales'', aber keineswegs die bekannte 
prosthaphäretische Methode behandelt, sondern vielmehr eine in 
riesigen Dimensionen ausgeführte Multiplikationstabelle darstellt. Da- 
gegen haben wir die Erfindungsgeschichte der Logarithmen näher ins 
Auge zu fassen, weil sie ganz aus den Bedürfnissen der Trigono- 

1) Vf?l. hierüber Cantor 11, 2, 721—722. 

V. Braunmühl, Geschichte der Trigonometrie. II. 1 
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metrie herausgewachsen sind und eine völlige Umgestaltung derselben 
hervorriefen. 

Zwei Männer sind es, welche &st gleichzeitig, wenn auch in sehr 
verschiedener Weise denselben genialen Gedanken zur Ausfahrung 
brachten. Der eine ist der uns durch seine mathematische und 
mechanische Begabung längst bekannte Jobst Bürgi, der andere der 
Schotte John Neper, welchem das Prioritätsrecht der Veröflfent- 
lichung zukommt. Bürgis bekannte Scheu, seine Geistesprodukte in 
Druck zu geben, sein Zaudern und seine Geheimniskrämerei, vielleicht 
auch Geldmangel, haben die Veröffentlichung seiner Schrift verzögert 
und ihn, wie um so manches andere, auch um den Ruhm der ersten 
Ei-findung der Logarithmen gebracht. Seine „Arithmetische und Geo- 
metrische Progreßtabulen, sambt gründlichem Unterricht, wie solche 
nützlich in allerley Rechnungen zu gebrauchen, und verstanden wer- 
den sol" sind nach den Untersuchungen von Gieswald, Cantor und 
anderen^) zwischen den Jahren 1603 und 1611 entstanden, aber erst 
1620 im Druck erschienen.*) Nepers Werk dagegen kam bereits 
1614 unter dem Titel „Mirifici Logarithmorum canonis descriptio^' zu 
Edinburg in 4^. heraus, dürfte also ungefähr um dieselbe Zeit ent- 
standen sein. 

Bürgi geht bei Herstellung seiner Logarithmen von dem Ge- 



1) Cantor 11, 2, 725 und 729, wo auch ein Zeugnis Keplers angeführt 
wird. — 2) „Gedruckt, In der Alten Stadt Prag, bej Paul Seesen, der Löblichen 
Universität Buchdruckern, im Jahr 1620. in 4^.*' Von dieser Schrift fand B. 
Wolf, nachdem er sie lange vergebens gesucht hatte, endlich 1847 ein Exemplar 
auf der Münchner Hof- und Staatsbibliothek. Dasselbe ist mit Math. P. 65 
ausgezeichnet und liegt uns vor. Es besteht aus 30 Quartblättem, trägt nur die 
Anfangsbuchstaben J. B. des Namens von Jobst Bürgi und enthält den im 
Titel angeführten gründlichen Unterricht nicht. Dieser scheint überhaupt nicht 
gedruckt worden zu sein, indem Benjamin Bramer, Bürgis Schwager, in 
der Vorrede zu seiner Schrift: „Beschreibung Eines sehr leichten Perspektiv 
und grundreissenden Instrumentes auff einem Stande^^, Gassei 1630 sagt: 
„Auss diesem Fundament hat mein lieber Schwager vnd Praeceptor Jobst 
Burgi vor zwantzig vnd mehr Jahren eine schöne progress tabul mit ihren 
Differentzen von 10 zu 10 in 9 Ziffern calculirt vnd zu Prag ohne Bericht, 
Anno 1620 drucken lassen. Vnd ist also die Invention der Logarith. nicht des 
Neperi, sondern von gedachtem Burgi (wie solches viele wissend vnd ihm 
auch Herr Eeplerus zeugniss gibt) lange zuvor erfunden.^' Den hier erwähnten 
Bericht hat Gieswald auf der Danziger Stadtbibliothek handschriftlich einem 
Exemplar der Progreßtafeln angeheftet vorgefunden und im Drucke veröffent- 
licht. Gieswald „Justus Byrg als Mathematiker und dessen Einleitung in 
seine Logarithmen^'. Danzig 1866. Schulprogramm. Ein Auszug hiervon im 
Archiv für Math, und Phys. XXVI, 316—334. Vgl. über die Erfindung der 
Logarithmen auch Wilhelm Matzkas interessante Ausführungen, ebenda XX XIV, 
1860, 341-354. 
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danken aus, die Glieder einer arithmetischen Reihe^ die er die roten 
Zahlen nennt, in der Weise mit den Gliedern einer geometrischen 
Reihe — den schwarzen Zahlen — zusammenzustellen , daß die 
ersteren die Exponenten der nach den Potenzen Ton 2 fortschreitenden 
Glieder der letzteren Reihe sind. Die roten Zahlen waren somit die 
Logarithmen der schwarzen Zahlen. Dieser Gedanke war keineswegs 
neu, er fand sich vielmehr in den Schriften der damaligen Gossisten, 
wie z. B. in Michael Stifels „Arithmetica integra" 1544*) ausein- 
andergesetzt, und Bürgi zitiert selbst einen gewissen Simon Jakob 
Maoritius Zons'), bei dem er diese Zuordnung fand. Die Bezeich- 
nung Logarithmen, die er von Neper bereits bei Veröffentlichung 
seiner Schrift kennen mußte, hat er nicht angenommen, sondern halt 
beständig seine Unterscheidung Ton roter und schwarzer Zahl fest, 
und der Drucker hat sie durch die Farbe zum Ausdruck gebracht. 
Seine Tafel ist nach den roten Zahlen zu einer Tafel doppelten 
Eingangs angeordnet. Ln vertikalen Eingang stehen auf jeder Seite 

die Nummern 0, 10, 20, 500, im horizontalen dagegen laufen sie 

um 500 wachsend von bis 230000 fort. Auf der letzten Seite 
ist noch eine nicht in dieses Schema passende Fortsetzung bis 
230270022 beigegeben, der die schwarze Zahl 1000000000 ent- 
spricht. Erstere heißt „die gantze Rote Zahl'', letztere „die gantze 
Schwartze Zahl''. Bürgis Progreßtafel war somit eigentlich eine Tafel 
der Antilogarithmen. 

Vergleicht man nun die fortschreitenden roten Zahlen und die 
ihnen zugehörigen schwarzen in der Tafel, so sieht man, daß die zu- 
grunde liegende arithmetische Reihe mit Null beginnt und die 
Differenz 10 besitzt, so daß man ihre Zahlen durch x^ » lOn dar- 
stellen kann, während die geometrische Reihe mit 100 000 000 anfängt 
und den Quotienten 1,0001 hat; die schwarzen Zahlen köimen also in 

der Form y^ = 10« • 1,0001" = 10« (l + jj^)" geschrieben werden') und 

wurden einfach erhalten, indem man zu jeder vorhergehenden ihren 
10000"^ Teil addierte. Diese willkürliche Zuordnung der beiden Reihen 
zeigt, daß Bürgi weit davon entfernt war, seiner Tafel eine Basis in 
unserem Sinne zugrunde zu legen, es mußten nur immer solche Glieder 
der beiden Reihen einander zugewiesen werden, welche gleichen Stellen- 
zeiger besaßen. Will man dennoch von einer Basis der Tafel sprechen, 
80 muß man die Zahlen Bürgis als Dezimalbrüche betrachten, indem 
man z. B. allen den Nenner 10« gibt, damit dem Logarithmus der 

1) Lib. I, 36. Nach Gantor n, 2, 350 läfit sich diese Zuordnnng zuerst 
bei Nicolai Ghuquet nachweisen, ist aber wahrscheinlich italienischen Ur- 
sprungs. — 2) Gieswald a. a. 0. 27. — 8) Vgl. hierüber Wolf, H. A. I, 68 u. 69. 

1* 
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Logarithmand 1 und dem Logarithmns 1 die Basis b entspriclit. Dann 
ergibt sich sofort: b^ « 1, ¥^ = 1,0001, b^ - 1,00020001, woraus für 
6 = 1,000009990550012 folgt, i) Die ganze rote Zahl 2,30270022, 
welche der schwarzen Zahl 10^ entsprechen soll, genügt dann der 
Gleichung 6««>27o.oaa _ lOQOOO . 0000. Man kann aber genau mit 
demselben Rechte die Logarithmen Bürgis mit 10^ und die schwarzen 
Zahlen mit 10^ dividieren^), dann entspricht nach seiner Tafel der 
roten Zahl 1,00000 die schwarze Zahl 2,71814593, und es ist diese 
die Basis des Systems, welche nahe mit e » 2,71828182.. zusammen- 
stimmt und noch besser damit stimmen würde, wenn man Bürgis 
Faktor 1,0001 mit 1,000100005 vertauschen würde, was aber far 
die Berechnung der Tafel nichts weniger als vorteilhaft wäre.*) 

Um aber aus dieser Tafel Vorteil ziehen zu können, mußte 
man ein Interpolationsverfahren anwenden, das auch Bürgi in seinem 
„Unterricht^' an Beispielen erläutert.*) Nun war aber die Unter- 
weisung der gedruckten Tafel nicht beigegeben, und so mußte die- 
selbe für die meisten seiaer Zeitgenossen unbrauchbar sein; in der 
That kam sie auch sehr wenig in Verwendung, während Nepers 
Werk bald den ihm gebührenden Eingang fand. 

John Neper*) oder Napier, Baron von Merchiston ist 1550 
unweit Edinburg geboren und 1617 gestorben. Er hielt sich mit 
Ausnahme einer 1571 unternommenen Reise durch Deutschland, Frank- 
reich und Italien Zeit seines Lebens in Schottland auf und scherat 
sich seine mathematischen Kenntnisse hauptsächlich durch Bücher- 
studium angeeignet zu haben. Cantor bemerkt^), daß erRegiomontan, 
Coppernicus, Lansberg und Pitiscus kannte, denen wir noch 
Adrianus Metius beifügen, da die Schriften dieser Gelehrten in 
Nepers Descriptio erwähnt werden, und hat zweifelsohne') auch 
Torporley, Thomas Fink und Michael Stifel gekannt, da er 
Bezeichnungen, die nur bei diesen Schriftstellern vorkommen, in seiner 
Schrift gebraucht. Mit Ausnahme Finks scheint uns dieses Beweis- 



1) Vgl. hierüber: Beiträge zur höheren Lehre von den Logarithmen von W. 
Matzka, Archiv der Math, und Phys. XY, 1850, 176, wo diese Zahl berechnet 
ist. — 2) R. Wolf, H. A. I, 69. — 3) Allerdings zeigt Bürgis „Unterricht", 
daß er sehr wohl wußte, daß die Logarithmen zweier im Verhältnis von 10 : 1 
stehender Zahlen eine konstante Differenz gleich seiner ganzen roten Zahl hatten, 
deren Vielfache also nötigenfalls addiert oder subtrahiert werden konnten, ohne 
die Werte der schwarzen Zahlen zu ändern. Es geht dies aus verschiedenen 
Beispielen hervor, die er daselbst gibt. Darin ist aber der Begriff einer Basis 
implizite enthalten, wenn er auch nicht wirklich erkannt wird. — 4) Gieswald 
a.a.O. 28 ff. oder Cantor 11, 2, 728 ff. — 6) Biot in M^moires of John 
Napier etc. Journal des Savants. Annee 1836. 151 ff. — 6) Cantor 11, 2, 703.— 
7) Vgl. S. 186 des 1. Tl. dieses Werkes. 
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moment genügend; die direkte Kenntnis der Geometria rotundi aus 
dem Gebrauch des Wortes ^^tangens^' zu folgern^ ist jedoch nicht zu- 
läflsigy weily wie wir früher sahen, dieser Terminus damals bereite 
YoUständig eingebürgert war. 

Aus diesen Schriften und den Anwendungen ihrer Methoden auf 
die Astronomie mag nun Neper erkannt haben, yt^^^y ^i^ ^i" selbst 
sagt^), ,,in der praktischen Mathematik nichts so störend wirkt und 
die Rechner mehr hindert und belastigt, als die Multiplikationen, Di- 
visionen, Quadrat- und Eubikwurzelziehungen aus großen Zahlen, 
welche außer dem lästigen Zeitverlust oftmals fehlerhafte Resultate 
verursachen'^ Nach langen Überlegungen, wie man diesem Übel- 
stande abhelfen könne, wurde er schließlich auf die Erfindung seiner 
Logarithmen geführt, denen er zuerst den Namen „numeri arteficiales^', 
dann die noch heute gebräuchliche Bezeichnung beilegte.^) 

In seiner „Descriptio^* hatte Neper versprochen, den Weg, den 
er bei Berechnung seiner Logarithmen einschlug, später bekannt zu 
machen'), aber erst nach seinem Tode erschien 1619 die Schrift 
„Mirifici Logarithmorum canonis Constructio^' zu Edinburg in 4^ von 
seinem Sohne Robert herausgegeben. Neper gab nicht, wie Bürgi, 
Logarithmen der natürlichen Zahlen, sondern durch die Überlegung 
geleitet, daß gerade in der Trigonometrie ein abkürzendes Rechnungs- 
verfahren notthue, berechnete er sie für die Sinus der Bögen des Qua- 
dranten, die von Minute zu Minute fortschritten, und legte den Radius 
10'' zugrunde. 

Der Gedanke der gliedweisen Zuordnung einer arithmetischen 
und einer geometrischen Reihe liegt auch seiner Betrachtungsweise 
zugrunde, aber derselbe ^^ , 

wird anders als bei Bürgi A^ 5 j j ^ 

begründet und ausgeführt. 



at • • — • — — — — ' ■ 

Da die Sinus stets in ® ^ ^ •' * 

Teilen des Sinus totus AB *' 

(Pig. 1) ausgedrückt werden, so denkt er sich denselben in der Weise 

von einem von A ausgehenden Punkt durchlaufen, daß dieser in gleichen 

1) Vorrede zu Ed. Wrights englischer Übersetzung der Descriptio, die 
von seinem Sohne Samuel 1616 publiziert wurde; angeführt in „Scriptores 
logarithmici" von Maseres Vol. I. XXXII in der daselbst abgedruckten Intro- 
dnction of trigonometrical tables von Hutton und in der in Lyon 1620 er- 
schienenen lateinischen Ausgabe. — 2) Descriptio. 6. Cap. U. prop. I, von X6yov 
ScQt^l^s abgeleitet. In der früher geschriebenen, aber später veröffentlichten 
Constmctio heißen die Logarithmen noch ,,numerl arteficiales". — 3) Eine englische 
Übersetsung erschien neuerdings unter dem Titel „The construction of the 
wonderful canon of logatrithmens by John Napier Baron of Merchiston trans- 
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Zeiten Abschnitte Ä^, A^, Ä^- - -^ die in geometrischer Progression ab- 
nehmen^ markiert^ so daß die restierenden Strecken Bq^ W, B^^, B^, B^--* 
die Sinus repräsentieren. Ist also der in der ersten Zeiteinheit durch- 
laufene (durchflossene) Weg Ä^^— des ganzen Weges 10000000, 
der Sinus JR somit — ^— . 10', so ist die in der zweiten Zeiteinhe'it 
durchlaufene Strecke — \ ^ ] • 10', und der Sinus 

ebenso Ä^ = ^ (^-)'' 1^' und B^ = i^-f ' 101 Dieser fallen- 
den geometrischen Reihe der Sinus wird nun eine arithmetrische, 
die er sich durch einen mit gleichförmiger Geschwindigkeit bewegten 
Punkt auf einer zweiten unendlich langen Linie erzeugt denkt, in der 
Weise zugeordnet, daß den Gliedern obiger Reihe der B bezüglich 

die Wege a^ = 0, a^ = — 10', a^ = 2ai, Oj, = SOi • • • entsprechen, 

die die Logarithmen darstellen. Während also die eine Reihe 
beständig abnimmt, wächst die andere fortwährend. Diese 
Verschiedenheit der Wachstumsrichtung steht bei Neper vereinzelt 
da, und er selbst hat sie nur aus Zweekmäßigkeitsgründen^) gewählt 
und hätte sie wahrscheinlich wieder aufgegeben, wenn es ihm ver- 
gönnt gewesen wäre, an seiner Schöpfung noch weiter fortzuarbeiten. 
Was den Aufbau der geometrischen Reihe betriflft, den Neper 
in der Gonstructio beschreibt, so ist derselbe ziemlich kompliziert, 
indem sie aus 4 einzelnen Reihen zusammengesetzt wird. Zur Bildung 
der Reihe I wird n = 10' genommen, so daß der Quotient derselben 

^?-=-^ =. 1 _ -i^ = 0,9999999 ist. Die Wahl dieser Zahl gestattet 

aber, anstatt jedes Glied der Reihe durch Multiplikation mit 0,9999999 
aus dem vorhergehenden herzuleiten, dies dadurch zu erreichen, daß 
man immer den zehnmillionsten TeU des vorhergehenden Gliedes von 
ihm abzieht. Hierdurch ergeben sich die Glieder der I. Reihe: 

r, = 10000000, r, = r, -^oMooö' ^•«•^- ^- = ^-i ^T^o'^^^'^ 
wird bis n=101 fortgesetzt, wodurch r^oi^ 9999900,0004950 «) kommt. 



lated by W. R. Macdonald" 1889. 4^ femer eine phototypische Reproduktion 
des Mirifici Ganonis 1895 bei Hermann in Paris. 

1) Cantor, Ü, 2, 731. — Bezüglich der von Neper gebrauchten mecha- 
nischen Anschauung siehe Matzka im Archiv der Mathematik XXXTY, 341 ff. 
— 2) Neper hat statt des Dezimalkommas einen Punkt, der sich auch bei 
Pitiscus findet, dem er ihn jedoch nicht entnommen hat. Cantor IT, 2, 733. 
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Jetzt betrachtet er als erstes Glied seiner U. Reihe wieder 10^^ 
als zweites aber das letzte Olied r^^^ der ersten Reihe, das er auf 
7 Stellen abkürzt. Somit ist der Quotient dieser II. geometrischen 

Reihe 77^7^7^^^/; = 0,99999 = 1 — tttt , mit welchem dieselbe bis zum 

51. Gliede fortgesetzt wird, indem man stets den hunderttausendsten 
Teil des vorangehenden Gliedes von diesem abzieht. Es ist 



r. 



allgemein ^m - ^m-100 - Töoööö ' ^^ ^^ ^®*^*® ^^^ ^^^ ^«»1 
» 9995001,224804. Statt dieses Wertes fand Neper infolge eines 
Rechenfehlers, auf den Biot in seiner vorzüglichen Besprechung 
von Neper 8 Methode aufmerksam machte 0, die Zahl 9995001,222927, 
welche von dem wahren Werte in der 10. Stelle differiert, und da 
gerade diese Zahl für seine Logarithmen fundamental ist, so liegt 
hierin der Grund dafür, daß die Logarithmen Nepers in den letzten 
Stellen ungenau sind. 

Wie zwischen dem ersten und zweiten Gliede der Reihe II die 
99 Glieder der Reihe I liegen, so könnte man zwischen je zwei auf- 
einanderfolgende Glieder in 11 ebensolche 99 Glieder nach demselben 
Gesetze interpolieren, so dafi die so vervollständigte Reihe 5001 Glieder 
umfassen würde. Dies thut jedoch Neper nicht, sondern er bedient 
sich nur des letzten Wertes, für den er näherungsweise 9995000 setzt, 
um eine dritte Reihe zu beginnen. Ihr erstes Glied ist wieder 
r^ = 10', das zweite 9995000, und also der Reihenquotient 0,9995 

1999 1 

1 — --^^ . Damit erhält er die dritte Reihe, deren Gesetz 



2000 2000 

"" 2000 



durch Tp = ^p-iwo "" ^20^^ ausgesprochen ist, während das 21. Glied 



lautet riooooi ^ 9900473,57808. Nimmt man endlich statt dieser Zahl 
wieder näherungsweise 9900000 als zweites Glied einer IV. Reihe, 

deren erstes r^ « 10' ist, so hat man den Quotienten 0,99 = 1 — ^ 

und bekommt als letztes 70. Glied rgj^ooooi - 4998609,4034. 

Dieses Schlußglied der Rechnung wird näherungsweise = 5000000, 
d. h. gleich dem halben Anfangsgliede aller vier Reihen gesetzt, und 
somit hätte man, wenn alle interpolierten Werte berechnet wären, 
eine geometrische Reihe von 6900001 Gliedern, deren Anfangsglied 
10^ und deren Quotient 0,9999999 ist; dieselbe kann also durch 

10' (1 — jrf\ dargestellt werden. 

Welche Logarithmen weist er nun aber diesen Zahlen, die als 
Sinus aufgefaßt werden, zu? Dieselben müssen natürlich mit den 

1) Journal des Savants 1836, 868. 
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Stellenzeigem der einzelnen Glieder in direkter Beziehung stehen^ 
wenn sie ihnen auch nicht gleich zu sein brauchen. Zu ihrer Be- 
stimmung stellt er durch kinematische Betrachtungen zwei wichtige 
Sätze auf. Bezeichnet r irgend eine der Zahlen der Reihe ; also einen 

Sinus, jB den Sinus totus, so ist 1) ü — r< log r < (iJ — r) — ^), 

und also kann näherungsweise log r gleich dem arithmetischen Mittel 
zwischen diesen beiden Grenzen gesetzt werden. Bezeichnet femer r 

R > log r — log r' 



einen 


anderen Sinus, 


nahe an 


r, so 


ist 


2) 


r — r 
r 


>■-; 


-"^'R'). 


Also 


folgt 










2) 


logr- 


- log r 


, _ 1 (r- 
2 


- r) (r 


' + 


r) 

7 


oder 



yrr 

je nachdem man das arithmetische oder das geometrische Mittel 
nimmt. ^ Den letzteren Wert kann man auch näherungsweise durch 

'\r-^^- • 2R ersetzen, indem man Yrr' = -J-(r + r') nimmt. Setzt man 

jetzt den Logarithmus von R = 10' gleich Null, so folgt aus dem 
ersten Theorem für den Logarithmus des zweiten Termes 1,00000005*). 
Um diese Zahl wachsen also die Logarithmen der sämtLLchen in der 
I. Reihe enthaltenen 100 Sinus und können somit unmittelbar hin- 
geschrieben werden. Der Logarithmus des letzten Gliedes ist dann: 
log r^Qi = 100,000005. Um den Logarithmus des zweiten Gliedes der 
n. Reihe zu finden, benutzt Neper das 2. Theorem. Setzt man in 
demselben r = 9999900, r' = 9999900,0004950, R == 10'', so erhält 
man bis auf 12 Stellen genau log r - log r = 0,000495004950, also 
log r = 100,00050000. Hieraus durch fortgesetzte Addition die Loga- 
rithmen der 50 Zahlen der II. Reihe. Nun wird wieder in derselben 
Weise wie oben der Logarithmus des zweiten Gliedes der III. Reihe 
abgeleitet und dafür 5001,2485387 gefunden. Da jedoch r^^^, wie 
schon bemerkt, fehlerhaft berechnet war, so ist auch sein Logarithmus 
unrichtig, der richtige Wert wäre 5001,25041645.^) Mit Hilfe dieses 
Logarithmus ergeben sich dann wieder durch Addition die Logarithmen 
aller Zahlen der IH. Reihe, und in derselben Weise weiterschließend 
erhält man die konstante DifiFerenz für die IV. Reihe und hiermit die 
Logarithmen der noch fehlenden Glieder. 



1) Constructio p. 14. — 2) Constructio p. 19. Natürlich sind die beiden 
Sätze bei Neper in Worten gegeben. — S) Vgl. hierüber Hut ton a. a. 0. 
p. XLVin Anmerkung. Delambre hat in seiner Hist. de Tastronomie moderne 
I, Paris 1821, p. 499 durch Einführung der logarithmischen Reihe die Genauig- 
keit dieser Grenzen näher untersucht. — 4) Biot hat a. a. 0. p. 861 gezeigt, daß 
dieses angenäherte Resultat bis auf ^ der Einheit der 14. Dezimale mit dem 
wirklichen stimmt. — 6) Biot ebenda p. 368. 
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Die so vollendete Tafel nennt Neper „Radicalis tabula^ da sie 
noch keineswegs die Tafel der gesuchten Logarithmen aller Sinus ist, 
sondern nur als die Wurzel derselben angesehen werden kann. 

um die letzteren aus ihr zu erhalten , bedient er sich zunächst 
wieder seines 2. Theorems und zwar in der Form log r — log r' 

= . , -212. Bedeutet hier r einen Sinus, dessen Logarithmus ge- 
funden werden soll, so nimmt man den in der Badikaltafel ihm zu- 
nächstliegenden Wert t\ dessen Logarithmus also bereits bekannt ist, 
und findet aus obiger Formel unmittelbar den gesuchten log r. Auf 
diese Weise kann man die Logarithmen aller Sinus von Minute zu 
Minute bis sin 30^ = | jB « 5000000 abwärts finden, der den Schluß 
der Badikaltafel bildet. Die Logarithmen der Sinus der noch übrigen 
Winkel werden dann hauptsächlich aus der längst bekannten Pro- 

portion sin 2a : diu c( = cos a : y bestimmt. Diese liefert ihm näm- 
lich die durch die Formel log sin a = (log — + log sin 2a J — log cos a 

ausdrückbare Begel^), mit welcher die Logarithmen der Sinus von 
Winkeln < 30^ aus den bereits berechneten successiye abgeleitet wer- 
den können. 

Die auf diese Weise hergestellte erste logarithmisch-trigo- 
nometrische Tafel ist folgendermaßen eingerichtet. Sie besteht aus 
7 Spalten, Jedem Grade gehören zwei nebeneinander aufliegende 
Seiten zu, die oben die (Jradnummer, imten das Komplement zu 89® 
tragen. Jeder ersten Spalte links sind die Winkelminuten auf der 
einen Seite von 0' bis 30', auf der zweiten von 30' bis 60' abwärts 
laufend, in der 7. Spalte rechts die Minuten von 30' bis 60', bezüg- 
lich von 0' bis 30' aufwärts laufend angegeben, wodurch es ermög- 
licht wird, die Logarithmen der Sinus der Komplemente direkt abzu- 
lesen. Die 2. und 6. Spalte enthalten die Sinus selbst, die 3. und 5. 
Kolumne, über denen „Logarithmi^' steht, deren Logarithmen. Die 
mittelste Spalte endlich, mit der Überschrift „Differentiae", enthält die 
Differenz zweier nebeneinander stehender Logarithmen, d. h. also die 
Logarithmen der Tangenten.*) Wir teilen eine kleine Probe der 
Tafel mit. 



1) Constructio p. 31. — 2) Diese nennt er in seinen Sätzen kurz „Differen- 
tiale**. Über ihrer Spalte sind die Zeichen -f | — angegeben, da dieselben teils 
positiv (abnndantes), teils negativ (defectivi) sein können. 
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So wenig wie Bürgi, legte Neper den Begriff einer Baeis seinem 
Logarithmensystem zugrunde, obwobl er auf p. 28 seiner Gonstructio 
sagt, „daß die Logarithmen aller in zehnfachem Verhältnis stehenden 
Sinus eine konstante Differenz haben'' ^) und fQr diese Differenz die 
Zahl 23025842,34 angibt. 

Dividiert man Numeri und Logarithmen mit 10^, so gibt Nepers 
Tafel für log^| « log^ sin 30<> = 0,6931469; da aber andererseits 
log* 2 ^ 0,6931472 ist, so folgt fQr die Basis N näherungsweise der 

Wert J-.*) 
e 

Li dem Appendix, welcher der Gonstructio beigegeben ist, be- 
spricht Neper verschiedene Verbesserungen in den Methoden zur 
Berechnung seiner Tafel und sagt, es wäre am besten, den Logarith- 
mus der Zahl 1 gleich Null zu setzen und die Zahl, deren Logarith- 
mus 1 mit beliebigen Nullen ist, entweder gleich 10 oder ^ zu nehmen. 
Hier ist also zum erstenmal ausdrücklich die Rede von 
einer Basis des Systems. Jedoch konnte er diesen Gedanken 
nicht weiter mehr verfolgen, da er bereits am 4. April 1617 starb. 
Sein Freund Henry Briggs (1556 — 1630), der sich schon gleich 
nach dem Erscheinen der „Descriptio'' f(ir das „wundervolle" Buch 
begeistert hatte und mit Neper in direkten Verkehr getreten war, 
übernahm die Ausführung dieser Idee und erstellte die ersten nach 



1) Gonstructio p. 28 heifit es: „Omnes sinus in proportione decapla habent 
23026842.34 pro diflFerentia suorum arteficialium. Vgl. hierüber P. Tannery, 
Bulletin de Darbono 1896. Serie 2, XX, 88. — 2) Kewitsch, Zeitschr. für 
math. und natnrw. Unterricht XXYII, 1896, 321 — 883 und in anderer Weise bei 
Biot a. a. O. p. 366, bei Wackerb arth, Les mondes XXVI, 26, und Monthly 
Notices of the R. S. XXXI, 1871, 268, bei J. W. L. Glaisher in Report of the 
Committee of mathematical Tables. 71—72 aus Report of British Association 
1873. Vgl. auch S. Günther, Vermischte Untersuchungen zur Geschichte der 
mathematischen Wissenschaften. Leipzig 1876. 
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ihm benannten Logarithmen mit der Basis 10.^) Da uns jedoch hier 
die Oeschichte der Logarithmen nur insoweit interessiert, als sie den 
Bedür&issen der Trigonometrie entsprangen oder zur Ausf&hrung 
trigonometrischer Rechnungen dienten , werden wir Ton hier ab ihre 
Entwickelungsgeschichte nur nach dieser einen Richtung yerfolgen^ 
müssen aber zuerst noch sehen, wie Neper seine neue Erfindung für 
die Trigonometrie fruchtbringend yerwertete. 



§ 2. Nepers Verdienste um die Trigonometrie. 

!Neper hatte seine Logarithmen erfunden, um die schwerfälligen 
trigonometrischen Rechnungen zu vereinfachen; wie eine solche Ver- 
einfachung mit Hilfe der neuen Zahlen möglich sei, das zu zeigen 
war die zweite Aufgabe, die er sich in seiner „Descriptio" gestellt 
hatte und mit dem ihm eigenen erfinderischen Geschicke löste. 

Zunächst behandelte er die ebene Trigonometrie, indem er 
die bekannten Sätze für das rechtwinklige Dreieck in Gestalt loga- 
rithmischer Gleichungen angab. War z. B. eine Kathete (Schenkel) 
desselben aus dem Gegenwinkel und der anderen Kathete zu berechnen, 
so gab er den Satz an: „Der Logarithmus irgend eines Schenkels ist 
gleich dem Aggregat aus dem Differentiale des Gegenwinkels und 
dem Logarithmus des anderen Schenkels'^, d. h. also für ein bei C 
rechtwinkliges Dreieck ABC : log a = log tg a + log 6. Während also 
bisher die betreffenden Analogieen stets in Form einer Proportion 
angestellt worden waren, zwingt ihn seine Methode zur Einführung 
der eigentlichen Gleichungsform, die hier zum erstenmal in 
der Trigonometrie zur Anwendung kommt. 

Die Behandlung der schiefwinkligen Dreiecke vollzieht er teils 
durch Zerlegung in rechtwinklige, teils durch Umsetzung der be- 
kannten Sätze in logarithmische Form. So schreibt er statt der Tan- 
gentenproportion F i n k s: den durch log (a — &) + log tg — -|— - 
— log (a + b) = log tg " "7 ^ ausgedrückten Satz.*) Bemerkenswert 

ist auch seine Behandlung des Cosinus Satzes. Indem er nämlich die 
Differenz oder Summe der Abschnitte, welche die Höhe des Dreiecks 



1) Logarithmornm chilias prima 1617 und Arithmetica Logarithmica 1624, 
welche listellige Logarithmen der Zahlen yon 1 bis 20 000 und von 90 000 bis 
100 000 enthielt. — In der Trigonometria Britannica p. 52 gibt Briggs selbst 
an, daß er von Neper zur Berechnung der Zahlenlogarithmen aufgefordert 
wxurde. — 2) A. a. 0. Prop. 6, 26—26. 
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Fig. 2. 



auf der Basis macht^ je nachdem sie innerhalb oder außerhalb des- 
selben fällt^ als ^^basis altema^' (aj (Fig. 2) bezeichnet^ gibt er die 
Gleichung an log (b + c) + log (6 — c) = log a + log a^. Hieraus fol- 
gert er die ^^basis altema'^ selbst 
und mit ihrer Hilfe und der 
bekannten Basis die Abschnitte, 
worauf eine logarithmische Be- 
handlung der rechtwinkligen 
Dreiecke ÄBD und ÄCD etwa 
die Winkel liefert. Wie die 
prosthaphäretische Methode die 
Darstellung trigonometrischer 
Analogieen in Form von Summen 
und Differenzen forderte, so 
zwang die EinfQhrung de/ Logarithmen sofort zur Begünstigung der 
Produktform, die von da ab in dem Aufbau trigonometrischer Satze 
stets angestrebt wurde. Dieser Umstand veranlaßte schon Neper und 
nach ihm andere zur Auffindung neuer Relationen, wie wir weiter 
unten sehen werden. 

Die sphärische Trigonometrie hat Neper vollständig reor- 
ganisiert. Zunächst entwickelte er seine Theorie der zirkulären 
Stücke*), auf welche er, wie schon De Morgan und Cantor ver- 
muteten, durch die Lektüre von Torporleys Werk verfallen war.*) 
Indem er nämlich Dreiecke, die einen Winkel oder eine Seite von 90® 
besitzen, nicht weiter unterschied, da er die Möglichkeit das eine in 
das andere umzusetzen aus Pitiscus' Trigonometrie') kannte, ersetzte 
er jene drei Stücke, welche dem rechtwinkeligen Element nicht an- 
liegen, durch ihre Komplemente, ordnete alle 5, ihre Aufeinanderfolge 
beibehaltend „zyklisch" oder in „pentagonaler^' Weise an und nannte 
sie „zirkulär^' (partes circulares). Mit ihrer Hilfe gewinnt man, wie 
Neper sagt, ein Mittel, um Dreiecke, deren wirkliche Stücke ganz 
verschieden sind, einheitlich zu behandeln, da die zirkulären Stücke 
dieselben sein können, ohne daß es die wirklichen sind. „Dies folgt 
auf das deutlichste" aus der Betrachtung des sphärischen Fünfecks 
PSOQZ (Fig. 3)*), in dem die Winkel, welche die bis zum Schnitt 
verlängerten Seiten bilden, rechte sind, während die Bögen SC, BZ, 



1) Cap. rV. lib. II, 30—84 incl. — 2) Vgl. S. 186 in unserem ersten Tl. — 
3) Er bemerkt p. 23 — 24 ausdrücklich, daß Adr. Metius und Pitiscus diesen 
Satz schon kennen. — 4) Dieselbe Figur hat später Gauß einer eingehenden 
Betrachtung unterzogen. Er nennt sie Pentagramma mirificum (Werke IQ. 
und Vm). 
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CQ n, %. w. Quadranten darstellen. Die zirkulären Stücke der 5 Drei- 
ecke BSP, PCZ, ZDQ, QEO, OFS sind sämtlich dieselben. So 
hat z.B. ABSP die 5 zirkulären 
Stücke BP, 90« - ^ P, 90^ --PS, 
90« - ^ S, BS-, Dreieck CPZ 
aber CP^ 90^ -PS, CZ^BS, 
9(f-^P, 90«--^Z«90«-^iS, 
90^-PZ^PB. Die Polarfigur 
zur vorigen; die durch die punktier- 
ten Kreise angedeutet ist^ in welchen 
die Bögen PQ^QS^SZ^ZO 
^ 0P^90^ sind, beleuchtet das 
Entsprechende für die 5 Quadranten- 
dreiecke ZPQ, QZO, OQS, SOP, 
PSZ. — Von den 5 zirkulären 
Stücken konunen in jedem Falle 
drei in Betracht, von denen zwei 
gegeben sind und eins gesucht wird, und zwar ist ein Stück stets 
ein inneres (pars intermedia) imd zwei sind äußere (partes extremae), 
welche entweder das innere umgeben (vicinae aut circumscriptae) oder 
ihm gegenüberliegen (remotae aut oppositae). Für sie gilt die Regel: 
^er Logarithmus des inneren Stückes ist gleich den Differentialen 
der anliegenden äußeren oder den Antilogarithmen der gegenüber- 
liegenden äußeren Stücke.'^ ^) Man beachte, daß bei Neper Logarithmus 
immer gleich bedeutend mit log sin, Differentialis äquivalent mit log tg 
und Antilogarithmus gleich log cos ist. 

Zum Zwecke des Beweises, den er für seinen Satz gibt, vereinigt 
er die sämtlichen Triplizitäten — hier das von Torporley herüber- 
genommene Wort — in zwei Proportionen*), die er in folgender 
Weise ausspricht: „Die Tangente irgend eines äußeren Stückes ver- 
hält sich zum Sinus des inneren, wie der Sinus totus zur Tangente 
des anderen äußeren Stückes^^, und: „der Sinus des Komplementes eines 
äußeren Stückes verhält sich zum Sinus des inneren, wie der Sinus 
totus zum Sinus des Komplementes des anderen äußeren Stückes^'. 
Dieses ist der genaue Wortlaut jener Regel, die noch heute den 



1) „Logarithmus- intermediae aequatur differentialibus circumscriptarnm 
extaremamm, sen antilogarithmis oppositarom extremarum^^ a. a. 0. p. 38. — 
2) A. a. 0. p. 34. Die beiden Regeln sind nichts anderes als die Tangenten- 
formel von AbüM Wafä und die Regel der vier Größen angewendet auf die 
obigen 6 Dreiecke, wodurch die 10 Sätze für das rechtwinklige Dreieck sich 
sofort ergeben. 



14 1- Kapitel. 

Namen Nepers führt. Wohl hat sich die Ausdruckaweise im Laufe 
der Zeit etwas yeiundert^ indem man einmal von der Proportions- 
form abging und dann nur die Komplemente der Katheten einführte, 
aber hierin liegt kein besonderer Portschritt. 

Wenn Neper auch, worüber wir nicht zweifeln, Torporleys 
Schrift kannte, so gebührt ihm doch das Verdienst, die Doppelregel 
zum erstenmal klar formuliert und durch die einzige so einfache 
Gleichung zwischen den Logarithmen der trigonometrischen Funk- 
tionen dargestellt zu haben. Durch diese Formulierung waren mit 
einem Schlage die sämtlichen Sätze über das rechtwinklige sphärische 
Dreieck, die in ihrer Gesamtheit seit Vieta im Abendlande im Ge- 
brauch waren und in den verschiedensten Gestalten zur Anwendung 
kamen, in einen einzigen Satz vereinigt, den das Gedächtnis leicht 
festzuhalten vermochte. Neper war sich auch der Tragweite seiner 
Regel sehr wohl bewußt, indem er sagte: „. . . es genügt hier, daran 
zu erinnern, daß durch diese wenigen zirkulären Stücke und ihre 
einzige Regel jede Konfusion der wirklichen Stücke und ihrer Regehi 
vermieden und behoben werde". 

Bei den schiefwinkligen sphärischen Dreiecken unter- 
scheidet er zwei Gruppen von Aufgaben, diejenigen „bei welchen die 
Winkel und Seiten gemischt vorkommen, und jene, bei welchen nur 
gleichartige Stücke, Seiten oder Winkel auftreten. Die erste Gruppe 
wird teils mit Zerlegung in rechtwinklige Dreiecke, teils mit dem 
Sinussatze behandelt, der natürlich wieder in der Form einer Gleichxmg 
zwischen den Logarithmen gegeben wird, die zweite Gruppe aber hat 
Neper zu wesentlich neuen Formeln geführt, da die bekannten för 
logarithmische Rechnung nicht geeignet waren. Der erste Satz, der 
dazu dient, einen Winkel aus den drei Seiten zu berechnen, wird in 
einem Wortlaut gegeben, den wir durch die Gleichung*) 

logsin "'"^""^ 4- log sin "^ ^ -— { log sin c -|- log sin a } =21og8in^, 

darstellen können. Diese ist aber aus der Logarithmierung der uns 
sehr wohl bekannten Gleichung 



, / . 6 +~a 



c . b — a 4- c 
., . . -sin X__ 

sm - 



2 sin c sin a 



gewonnen, die hier zum erstenmal auftritt, und zwar ofiFenbar des- 
halb zum erstenmal, weil sie erst infolge der Logarithmen notwendig 

1) Descriptio p. 47. 
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wurde. Man wird fragen^ wie Neper zu ihr gelangte; dazu waren 
aber alle Mittel bereits vorbereitet. Er geht aus von Regiomontans 
Form des Cosinussatzes :^) 

(sin a sin c) : jR* -= sinvers h — sinvers (a — c) : sinvers ß. 
Nun wußte man längst^ daß sinvers ß =^2 sin^ ^ und ebenso , daß 
sinvers b — sinvers (a — c) — cos (a — c) — cos b ist, imd die Gleich- 
heit der letzten Differenz mit 2 sin —^2~~~ ^^^ -^ ^^ — gj begegnete 

uns in der prosthaphäretischen Methode, also folgte unmittelbar die 
obige Gleichung in Form einer Proportion; in der That skizziert auch 
Neper seinen Beweisgang in dieser Weise.*) In gleicher Art gibt er 
in einem zweiten Satze die Formel für 2 log cos ^ an. 

Als dritten Satz^) leitet er folgenden ebenfalls völlig neuen ab: 
^ieht man von der Summe der Differentiale des halben Aggregates 
und der halben Differenz der beiden Schenkel das Differentiale der 
halben Basis ab, so erhält man das Differentiale der halben Basis 
altema"; d. h. 

log tg^ +- + log tg^- - log tg| = log tg 1^, 
wo 6i « arc -42) — arc DC in Fig. 4 ist. Um diesen Satz zu be- 




Fig. 4. 



1) A. a. 0. p. 48. — 2) Eine direkte Ableitung ans der Figur mittelst der 
Projektionsmethode hat Gel Hb ran d gegeben: Geometria Britannica. 1683 p.82. 
— 8) A. a. 0. p. 49. Prop. 6. 
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weisen, gewinnt er in sehr origineller Weise mittelst der stereogra- 
phischen Projektion die Proportion: tgy : tg "^ = tg ~ ^ • *g"2^? 

indem er (Fig. 4) in A die Tangentialebene an die Kugel legt, den 
Durchmesser ÄOP zieht und P als Augpunkt auffaßt. Beschreibt 
man dann mit arc BC als Radius den Kugelkreis GEFG, so pro- 
jiziert sich dieser in der Tangentialebene als Kreis y€(px, und die 
Projektionen tp und x seiner Punkte F und G liegen mit A auf einer 
Geraden, da letztere dem Meridian PGFA angehören. Das Gleiche 
gilt von den Punkten s und y, die die Projektionen von E und C 
sind. Paßt man PA als Sinus totus auf und setzt ihn = 1 so ist 
jetzt: 

Aip = tg APq> = tg - 2 - = tg -g- « tg ^- , 

4 j. >! n i. ÄOG , AG , c 4- a 

^x = tg APx = tg — g- - tg -g- = tg ^ , 

A j. A -n . AOE , AE . 6. 
Ae ^\%APe =tg— 2 ^tg-g-^tg-^, 

Ay = tg APy = tg ^ = tg -2" = tg y , 

und hiermit folgt aus einem bekannten geometrischen Satz über die 
Sekanten eines Kreises sofort die behauptete Analogie, die durch 
Logarithmieren in obigen Satz übergeht. 

Auch diese neue Gleichung benutzt Neper zur Bestimmung eines 
Winkels aus den drei Seiten, indem er aus ihr b^ = AD — CD be- 
rechnet, dann mit Hilfe von AD + DC =^b die Bögen AD und CD 
bestimmt und endlich mit seiner Regel aus den rechtwinkeligen Drei- 
ecken ADB und BDC die Winkel a und y folgert. Zur Lösung 
der polaren Aufgabe gibt er nur an, wie man Winkel und Seiten des 
sphärischen Dreiecks mit dem bekannten Satze über das Nebendreieck 
des Supplementardreiecks bestimmen kann. 

Die eben mitgeteilte Prop. 6 ist, wie man sieht, keineswegs eine 
der sogenannten Neperschen Analogieen, und es ist unrichtig, 
wenn Baltzer^) und nach ihm andere bezüglich derselben auf diese 
Stelle verweisen; überhaupt findet sich in der „Descriptio^^ Nepers 
von diesen Analogieen keine Spur, dieselben sind vielmehr in der 
„Constructio^^ p. 56 unter der Überschrift „Propositiones quaedam 
eminentissimae ad triangula sphaerica, mira facilitate resolvenda^' an- 
gegeben und zwar in folgender Weise. Man hat die Aufgabe, aus 
einer Seite h und den zwei anliegenden Winkeln a und y die beiden 



1) Elemente der Mathematik. E. 5. Aufl. 1878, 322. 
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Schenkel a und c zu bestimmen. Die Regel; die Neper hierfür gibt^ 
drückt sich in unserer Zeichensprache folgendermaßen aus: 

1) log sin ^- + log sin (y — «) + log tg y — log sin (y + a) 

— log sin ^-^ - = log tg X (primum inventum). 

2) log sin -~ " + log tg Y — log sin ^^— = log tgy (secundum in- 

ventum), 

X + y => c, X — y ^ a. Also sind die trigonometrischen Formeln, aus 
denen diese beiden Gleichungen entstehen, 

y ~{~ et 
I 8m —~ — sm (y — a) , 

tff iC = tg ~ '-— « tff IT , 

® ®2 .,,..y — a*2' 

gm (y + a) sm '—^— 

, y — a . ^ 
, , c — a 2*^2 

tgy = tg--2 . y . ^ . 

ßm?^-^ 

die erste gibt vereinfacht:^) 

y — a 

cos ' - — , 
i, c A- a 2.6 

tg~2 y-+a*«Y' 

cos ^ ^- 

und somit sind dies die beiden ersten Neperschen Analogieen. Die- 
selben werden im Folgenden in noch etwas anderer, aber nicbt 
einfacherer Oestalt gebracht, eine Ableitung ist nicht angegeben. Die 
Polarformeln zu ihnen aber finden sich bei Neper überhaupt nicht, 
sondern dieselben gab Briggs in seinen Adnotationes zur Gonstructio 
p. 61, was ausdrücklich hervorgehoben werden muß, da man Neper 
bisher gewöhnlich alle vier Formeln zuerkannt hat.^) 

Überblicken wir Nepers Leistungen im Gebiete der Trigono- 
metrie, so müssen wir zugestehen, daß durch seine Erfindung der 
Logarithmen diese Wissenschaft in ganz neue Bahnen geleitet wurde, 
und daß von ihm selbst schon die Richtung angegeben worden ist, 
nach welcher die Umgestaltung der bisher im Gebrauche befindlichen 
Sätze stattzufinden hatte, um das neue Instrument in fruchtbringen- 
der Weise zu verwerten- Aber auch sein zweites Verdienst ist nicht 
gering anzuschlagen, daß es ihm zum erstenmal geglückt ist, die 

1) Diese Vereinfachung gibt Neper jedoch merkwürdigerweise nicht an; 
erst Briggs teilt sie in seinen Adnotationes zur Gonstructio p. 61 mit. — 
2) Delambre hat in seiner Histoire de TAstronomie moderne, Paris 1821, I, 
506 schon auf die Unrichtigkeit dieser Angabe aufmerksam gemacht. 

▼. Brftunmühl, Geschichte dor Trigonometrie. II. 2 
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verwirrende Fülle der Sätze, die bisher zur Behandlung der recht- 
winkligen Eugeldreiecke dienten, durch eine einzige klar und kurz 
gefaßte Regel zu ersetzen. 

Vor Nepers Auftreten hatten wir nur wenige Persönlichkeiten 
in England zu nennen, die irgendwelche nennenswerte Leistungen auf- 
weisen konnten. In Schottland aber standen die mathematischen und 
astronomischen Wissenschaften auf dem tiefsten Niveau, so daß man 
wohl von diesem Lande zuletzt in Europa den Ausgang einer so 
wichtigen Erfindung, wie die der Logarithmen, erwartet hätte. Von 
da ab aber spielt auch England eine nicht unbedeutende Rolle in der 
Geschichte der Trigonometrie. 

§ 3. Die Verbreitung der Nepersohen Erfindung und ihr Einfluß 
auf die Verbesserung trigonometrisoher Beohnungen. 

Fast noch rascher als in England fand Nepers Erfindung der 
Logarithmen trigonometrischer Funktionen auf dem Kontinente und 
namentlich in Deutschland Eingang und Verbreitung. Denn wenn 
auch Eduard Wright, der sich in der SchiflFahrtskunde und in der 
Kartenprojektionslehre einen Namen gemacht hatte, schon gleich nach 
dem Erscheinen der Descriptio mit Enthusiasmus für die großartige 
Erfindung eine Übersetzung des Schriftchens ins Englische unternahm, 
um es auch außerhalb der Oelehrtenkreise bekannt zu machen, so 
wurde doch Nepers Originalwerk ziemlich rasch durch Briggs' schon 
erwähnte Tafel der Logarithmen der natürlichen Zahlen und dessen 
spätere Arbeiten, auf die wir noch zurückkommen werden, verdrängt. 

In Deutschland aber, wo der große Kepler bei seinen vielfachen 
astronomischen Arbeiten und Rechnungen in stetem Kampfe mit den 
schwerfälligen Methoden der trigonometrischen Berechnungen lag, 
machte sich das Bedür&is nach einem abkürzenden Verfahren a^ 
meisten fühlbar. Mit Kepler eng befreundet war Benjamin Ursinus*) 
(Behr), der ihn auch bei seiner aufreibenden Beschäftigung thatkräftig 
unterstützte und so die Schwierigkeiten der Rechnung genügend 
kennen lernte. Als er daher von einem Theologen namens Vechner 
Nepers Schrift erhielt, erkannte er sofort ihre Wichtigkeit und beeilte 
sich, sie durch eine Neubearbeitung in Deutschland bekannt zu machen; 
auch Kepler wies er sofort auf sie hin. Schon 1618, also 4 Jahre 
nach dem Erscheinen der Descriptio, kam sein „Cursus mathematici 
practici Volumen primum, continens lUustr. et Generosi DN, Johannis 



1) Ursinas war 1587 zu Sprottan geboren und lebte eine Zeit lang als 
Hofmeister in Prag, wo er Kepler kennen lernte. Er starb als Professor der 
Mathematik zu Frankfurt a. d. 0. 1634 oder äa. 
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Neperi etc. Trigonometriam Logarithmicam usibus discentinm accom- 
modatam." Coloniae in 8®^) heraus und gab, um ein kleines Format 
zu erzielen, Nepers Kanon in der Weise verkürzt, daß die Sinus 
und ihre Logarithmen zwei Stellen weniger enthielten. Zur Be- 
stimmung der Winkelsekunden war eine selbständig berechnete Pro- 
portionaltafel beigegeben, sonst schloß sich die Schrift ganz an das 
Original an und war nur för die Studenten verfaßt, denen Ursinus 
nach seiner eigenen Aussage, sobald er Kenntnis von der neuen Er- 
findung genommen hatte, darin Unterricht erteilte. Er hat also jeden- 
falls das Verdienst, zuerst weitere Kreise auf die wichtige Entdeckung 
aufmerksam gemacht zu haben. 

Aber es kommt ihm auch noch ein anderes Verdienst zu, das 
wir, obwohl es einer etwas späteren Zeit angehört, gleich hier er- 
wähnen wollen. Er hat nämlich im Jahre 1624 einen großen Kanon 
Neperscher Logarithmen auf 8 Dezimalen herausgegeben, bei welchem 
die Winkel von 10 zu 10 Sekunden fortschreiten. Dieses Werk, welches 
die ersten 8 -stelligen Tafeln enthält, führt den Titel „Benjamini 
Ursini Sprotavi . . . Mi^us Canon logarithmicus.^ Coloniae 1624 
in 4° und findet sich gewöhnlich einer im nächstfolgenden Jahre 
erschienenen „Trigonometria" in drei Büchern angehängt. Der große 
Kanon ist nach Nepers Vorschriften vom Fundament aus neu be- 
rechnet, indem namentlich genauere Sinuswerte zugrunde gelegt sind') 
und bei Bildung der einzelnen Reihen eine größere Gliederzahl inter- 
poliert wird. 

Übrigens stieß auch die neue Erfindung, wie es immer geht, auf 
Gegner. Namentlich wollte dem an die starren Formen der Euklidschen 
Geometrie gewohnten Geiste der meisten deutschen Mathematiker das 
mechanische Fundament nicht behagen, auf dem Neper seinen ganzen 
Kalkül aufgebaut« hatte. Besonders Keplers alter, hochverdienter 
Lehrer Maestlinin Tübingen konnte sich nicht mit der Neuerung der- 
selben befreunden, obwohl ihn Kepler auf jede Weise von dem Nutzen 
derselben zu überzeugen suchte.') 

1) Köln a. d. Spree, siehe Cantor II, 2, 789. — Das nns yorliegende Exemplar 
der Münchner Hof- und Staatsbibliothek trägt die Jahrzahl 1618, nicht 17 
oder 19, wie anderwärts angegeben wird. Die Vorrede ist von 1617 datiert. 
— 2) Auch hat ürsinua bereits den später von Biot wieder erkannten Fehler 
(S. 7) bemerkt und statt 28025842.34 die auf 8 Stellen richtige Zahl 28025810 
angegeben. — Ober die dem Kanon Torausgeschickte Trigonometrie ist nur zu 
erwähnen, daß ürsin auch Briggs' Bemerkungen und Ergänzungen mitein- 
bezog, indem er (p. 259 — 260) die beiden Neperschen Analogieen für die Seiten 
in der reduzierten Form anführte. Aber auch er blieb, wie Neper und Briggs, 
die Beweise für diese Formeln schuldig. — 8) Vgl. hierüber Kepleri Opera omnia. 
Ed. Frisch t, VIT, 299. 

2* 
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Kepler, der wie wir hörten durch Ursinus die erste Nachricht 
von den Logarithmen erhalten und sich durch die kleine Schrift des 
letzteren näher orientiert hatte, bekam im Juli 1619 ein Exemplar 
Yon Nepers Werk und erkannte durch ein eingehendes Studium 
desselben sofort, welche enorme Unterstützung ihm die neuen Tafeln 
bei seinen astronomischen Berechnungen bieten konnten. Er benutzte 
daher die Gelegenheit in seinen Ephemeriden für das Jahr 1620 ein 
offenes Schreiben an Neper ergehen zu lassen, von dessen inzwischen 
erfolgtem Tode er keine Kenntnis hatte, erkannte hierin das hohe 
Verdienst desselben in begeisterten Worten an^) und trug so durch 
das Gewicht seiner Persönlichkeit zur Ausbreitung des neuen Rech- 
nungsyerfahrens wesentlich bei. 

Bei einem Manne yon Keplers^) Größe und Bedeutung ist es 
selbstverständlich, daß er mit den von seinen Vor^ngem und Zeit- 
genossen geschaffenen Hilfsmitteln seiner Wissenschaft bis ins Kleinste 
vertraut war, und so sehen wir ihn denn auch im Besitze aller zu 
seiner Zeit im Gebrauche befindlichen trigonometrischen Methoden, 
die er mit der ihm eigenen Gewandtheit handhabte. Namentlich be- 
diente er sich sehr häufig der Prosthaphäresis^), die ihm teils aus 
dem Lehrbuch des Pitiscus, teils aus seinem persönlichen Umgang 
mit Jobst Bürgi bekannt sein mochte; auch war ihm sicher Jöstels 
Traktat nicht entgangen. Als er aber Nepers Erfindung kennen 
gelernt hatte, durchschaute er sofort ihre Vorzüge vor dem älteren 
Verfahren und warf sich mit jener idealen Begeisterung, die er während 
seines ganzen Lebens für die Förderung der Wissenschaft trug, auf 
die Verbesserung der neuen Methode. Wir erwähnten schon, daß den 
deutschen Mathematikern die Basis, auf welcher der geniale Schotte 
sein Gebäude errichtet hatte, nicht genügend gefestet schien, und daß 
sie daher der Richtigkeit seiner Zahlen immer nocli^ Zweifel entgegen 
brachten. Deshalb richtete Kepler sein Augenmerk hauptsächlich auf 
eine gründliche Fundierung der neuen Lehre, und dies gelang ihm 



1) Opera t. VII, 520—622. — 2) Johann Kepler lebte von 1571—1680. 
Bezüglich seinea Lebens yerweisen wir auf die treffliche Biographie von S. 
Günther, Berlin 1896, die als 22. Band der ^jGeisteshelden^' von A. Bettel- 
heim erschien; von seinen Werken erwähnen wir hier nur sein „Epitome 
Astronomiae Copemicanae", dessen vier erste Bücher 1618 — 1621 erschienen, 
seine „Chilias Logarithmorum", Marpurgi 1624, und die Rudolfinischen Tafeln. — 
3) So z. B. im Epitome (Opera Kepleri Edit. Frisch VI). Übrigens entgingen 
ihm die Schattenseiten dieser Methode keineswegs, wie aus einem Briefe an 
Herwarth von Hohenburg vom 18. Okt. 1608 (Opera IV, 527) zu ersehen ist. 
Bezüglich der Sätze, deren sich Kepler mit Vorliebe zur Berechnung sphä- 
rischer Dreiecke bedient (der Regel der vier Größen, des Sinussatzes und der 
Tangentenregel des Abü'l Wafä), siehe den Brief an Cruger, Opera VI, 47. 
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auch in der im Winter 1621 auf 22 ausgearbeiteten „Chilias logarith- 
momm ad totidem Numeros Rotundos; praemissa Demonstratione 
legitima Ortus Logarithmorum^ eorumque Usus etc/^ 

Um nicht zu weitläufig zu werden, müssen wir uns mit folgen- 
den Bemerkungen begnügen. Kepler läßt im Gegensatze zu Neper 
Zahlen, deren Logarithmen er sucht, nach ganzen Einheiten von 1 bis 
1000 fortschreiten; da er dieselben aber als Sinus für den Sinus totus 
10"^ auffaßt, so fügt er. jeder Zahl noch 4 Nullen hinzu. ^) Diese 
Zahlen stehen in der zweiten Spalte seiner Tafel, während in der 
ersten die ihnen entsprechenden Bögen auf Grade, Minuten und Se- 
kunden berechnet, angegeben sind. Die letzteren wachsen also nicht 
wie bei Neper um die gleiche Differenz. Außerdem enthält die 
3. Kolumne die nämlichen Zahlen in 24 Teilen des Radius und deren 
Minuten und Sekunden und die 5. Spalte dieselben in 60 Teilen des 
Radius und deren Minuten ausgedrückt, die 4. aber umfaßt die Loga- 
rithmen der Sinus. Dieselben berechnet er nicht wie Neper durch 
fortgesetzte Subtraktion gleicher Brüche, sondern durch Einschalten 
mittlerer geometrischer Proportionalen oder fortgesetztes Quadrat- 
Wurzelziehen, wie jener schon in seinem Anhange zur Constructio Yor- 
geschlagen hatte, die übrigens Kepler nicht bekannt war. 

Bezeichnet man den Keplerschen Logarithmus einer Zahl a mit 
log^ a, so sind die beiden Progressionen, die er zugrunde legte, durch 
die allgemeinen Glieder 

log*" a^nd und a = 10 (1 — dy 
gegeben.^) Aus der zweiten Gleichung ergibt sich für d— 1 — 1/^, 

und Kepler gelangte zu dem Werte von dy der nahe gleich Null 
sein mußte, damit er seine nach ganzen Litervallen fortschreitenden 
Zahlen mit den Gliedern der Reihe a «= 10 (1 — dy identifizieren 
konnte, indem er n gleich einer hohen Potenz von 2 setzte. Wollte 
er z. B. log 7, oder wie er schreibt, den Logarithmus der Zahl 
70000.00 berechnen, so setzte er*) w == 2^, indem er zwischen 7 und 10 
dreißig mittlere Proportionalen einschaltete. Hierdurch ergab sich 

d ='i/0,7 ^ 0,00000000033217943100, 
und somit \o^l^ 2» • rf = 0,35667494813722214400. In seiner Tafel 
steht daher neben 70000.00 der Logarithmus 35667.49, und die ganze 
entsprechende Zeile heißt daselbst^): 

1) Übrigens gibt er am Beginne seiner Tafel noch die Logarithmen der 
Einer, der Zehner, der Hunderter und der Tausender an. — 2) R. Wolf, H. A. 
I, 75. — 8) Opera Vü, p. 828. Demonstratio structurae logarithmorum. — 
i) Opera VIT, 403. Ebenda 347 gibt er an, daß er der letzten Ziffer in seinen 
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Arcus circuli 



Sinus seu 
numeri absoluti 



Partes vicesi- 
mae quartae 



Logaritbmi 



Partes 
sexagesimae 



44« 25' 37" ! 70000.00 | 16«> 48' 0" | 35667.49 ^ 42^0 

Keplers Logarithmen sind also eigentlich, wie die Briggs- 
schen, Zahlenlogarithmen und können erst in zweiter Linie 
als trigonometrische aufgefaßt werden. 

Man wird sich erinnern, daß Bürgi seine Progreßtabul im Jahre 
1620 veröffentlicht hatte, also um dieselbe Zeit, als Kepler bereits 
mit dem Gedanken umging, selbst eine Logarithmentafel zu schaffen. 
Es liegt daher die Frage nahe, warum er sich selbst dieser äußerst 
mühevollen Arbeit unterzog, statt die bereits vorhandene Tafel seines 
Freundes zu benützen. Uns scheint der Grund hierfür hauptsächlich 
darin zu liegen, daß Bürgis Antilogarithmentafel für Keplers Zwecke 
nicht die gewünschte Verwendbarkeit hatte. Außerdem war die Tafel 
dadurch, daß Bürgi es unterlassen hatte, eine Gebrauchsanweisung 
mitzugeben, von vorneherein für jene Mathematiker, die ihm nicht 
wie Kepler nahestanden, unbrauchbar, und der letztere woUte daher 
ein Werk schaffen, das nicht nur ihm allein, sondern der ganzen Mit- 
welt Nuteen bringen sollte. Deshalb gab er auch „um etwaige Be- 
denken über die Richtigkeit der Zahlen zu zerstreuen'^, eine genaue 
Auseinandersetzung des Baues seiner Tafeln in 30 Sätzen und fügte 
sie denselben bei. Das Erscheinen der Schrift verzögerte sich aber 
infolge verschiedener Umstände noch bis zum Jahre 1624*), und die 
Gebrauchsanweisung kam erst ein Jahr später als „Supplementum 
Ghiliadis Logarithmorum'^ ans Tageslicht. Da Kepler darin auch 
zeigte, wie man die Logarithmen zur Vereinfachung der trigono- 
metrischen Berechnimgen praktisch verwenden konnte, so war das 
neue Werk wohl imstande, Nepers in Deutschland schwer erhältliche 
Schrift zu ersetzen, obgleich nicht verschwiegen werden darf, daß die 
letztere, was die Methoden zur Behandlung der einzelnen Dreiecks- 
fäUe anlangt, reichhaltiger als Keplers Supplementum ist. Dieser 
bedient sich nämlich fast durchweg der Zerspaltung schiefwinkliger 
Dreiecke in zwei rechtwinklige und geht nur in einem Falle über 
seinen Vorgänger hinaus, indem er zur Lösung der Aufgabe^), aus 
drei Winkeln eines sphärischen Dreiecks eine Seite zu bestimmen, 
die Polarformel zu den von Neper zuerst angewandten (S. 14) in der 
durch Logarithmierung der Gleichung 

Logarithmen ein + oder — beifügte, wenn der Logarithmus um | bis ^ einer 
Einheit der letzten Stelle zu klein oder zu groß genommen ist. 

1) Über die Druckgeschichte dieser Schrift sehe man die Vorrede Frischs 
in Opera VII, 295—311. — 2) Opera VII, 364. 



Die Erfindung der Logarithmen und ihr Einfluß auf die Trigonometrie. 23 



6 1/ 2 2 

COS 



2 sin et Bin y 

erhältlichen Form zum erstenmal ausspricht, während Neper diesen 
Fall noch mit rechtwinkligen Dreiecken behandelte.*) Die Formu- 
lierung seiner Sätze entspricht genau der Ton Neper eingeführten 
Art und Weise^ die sich noch lange Zeit erhielt. 

Hier müssen wir auch noch eines goniometrischen Satzes ge- 
denken, auf den Kepler an mehreren Stellen zurückkommt. In dem 
Comm. de Stella Martis sagt er nämlich^, daß, wenn a ein kleiner 
Winkel ist, die Proportion bestehe: 

(sin « + sin 2« + • * • + sin na) : (sin a -f sin 2« + • — h sin yj 

= (1 — cos na) : 1, 

ein Satz, den er wahrscheinlich durch Induktion fand. Außerdem 
kennt er auch den Satz, daß sec 89® + tg 89<> =- sin 1<^ + sin 2® + • • • 
+ sin 90® ist, welchen zuerst Cardano in seinem liber de subtilitate 
gegeben hat. Dabei bemerkt Kepler, Bürgi habe denselben be- 
wiesen.*) Übrigens hatte schon Archimedes in seiner Schrift über 

die Kugel und den Zylinder den Wert der Summe crd a + crd 2a H 

+ crd na geometrisch abgeleitet.*) 

Auf seine Logarithmen ist Kepler später noch einmal zurück- 
gekommen, indem er in seinen 1627 erschienenen „Rudolfinischen 
Tafeln^, die nach ganzen Intervallen wachsenden Zahlen, welche sich 
auf den Radius 10'' bezogen, ganz wegließ und dafür die Logarithmen 
der Zahlen mitteilte, die von 5 zu 5 Sekunden nach dem in 60 Teile 
geteilten Radius oder von 2 zu 2 Minuten nach einem in 24 Teile 
geteilten f ortschritten. ^) Es war dies deshalb geschehen, weil er in 
jenen Tafeln noch immer die früher allgemein gebräuchliche Sexa- 
gesimaLrechnung bevorzugte, um die ersteren allgemein zugänglicher zu 
machen. Außerdem teilt aber Kepler daselbst auch einen „Canon 
Logarithmorum et Antilogarithmorum ad singula Scrupula circuli'' mit, 
der von 0^ bis 90® läuft; femer „Particula Canonis Antilogarithmorum 
exactiorum ad denarias secundorum, pro Eclipsibus'', d. h. eine Tafel 
der Cosinus, die von 10" zu 10" von 0^ bis 1« 40' fortschreitet«), 
und endlich eine Tafel der Logarithmen der Tangenten für alle Minuten 
der ersten 9 Grade. Für diese führt er den Namen „Mesologarithmen'' 



1) Descriptio 50—61. — 2) Opera Kepleri. Ed. Frisch. III, 390 n. 106. — 
3) Ebenda in, 336. — 4) Vgl. Gino Loria ,,Le scienze eaatte neir antica Grecia. 
Lib. n, n. 88. — 6) Heptacosias logarithmorum logisticoram. — 6) Antilogarithmen 
heißen bei ihm nämlich die Logarithmen der Cosinus. 
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ein^), weil sie in Nepers Tafel in der Mitte standen. Diese Tabelle 
trägt die Überschrift: „Pars Canonis Mesologarithmorum ad Gradus 10 
pro latitudine quinque planetanim." 

Kepler beabsichtigte noch eine um&ssende Logarithmentafel aus- 
zuarbeiten, wurde aber durch seinen zu frühen Tod daran gehindert. 
Sein Schwiegersohn Jakob Bartsch (1600—1633) fahrte das ge- 
plante Werk aus, indem er unter anderem die Logarithmen der 
Rudolfinischen Tafeln von Minute zu Minute berechnete. Seine ,,Ta- 
bulae noyae logarithmicologisticae'' wurden 1630 in Sagan gedruckt, 
und ebenda erschienen 1631 die „Tabulae manuales logarithmicae 
J. Kepleri et J. Bartschii'^ ^) Dieselben fanden jedoch wenig Ver- 
breitung, indem sie nur in einer geringen Anzahl von Exemplaren 
vorhanden gewesen zu sein scheinen, und wurden daher im Jahre 
1700 von Johann Kaspar Eisenschmid mit geringen Verände- 
rungen neu herausgegeben, da derselbe die Keplerschen Logarithmen 
für astronomische Rechnungen, bei denen es sich vielfach um die 
„logistischen Zahlen'^, d. h. die Sexagesimalbrüche handelte, den 
Briggsschen noch immer vorziehen zu müssen glaubte.^) 

Die umfassendste Tafel Neperscher Logarithmen aber, die in 
Deutschland erschien, war die von Peter Crüger (1580 — 1639) 
1634 zu Danzig herausgegebene. Sie ist enthalten in seiner „Praxis 
trigonometriae logarithmicae cum logarithmorum tabulis ad triangula 
tarn plana quam sphaerica sufficientibus^' (klein 8^). Da die Napierschen 
Logarithmen, wie erwähnt, für die Rudolfinischen Tafeln unentbehr- 
lich waren, imd letztere bei den Astronomen noch auf längere Zeit 
im Gebrauche blieben, so wollte ihnen Crüger dieselbe Einrichtung 
geben, die Briggs seinen Tafeln schon früher zugrunde gelegt hatte, 
indem er nämlich die Logarithmen der Zahlen von denen der trigo- 
nometrischen Funktionen trennte. Die letzteren sind für r = 10^ und 
auf alle Minuten der Winkel des Quadranten berechnet. Dann gab 
er noch eine Tabelle bei, welche die Logarithmen der Sinus aller 
Sekunden des ersten Grades enthält, und endlich eine Tafel, von 
Jakob Bartsch berechnet, die die Logarithmen der Cosinus (Anti- 
logarithmen) von 0^ bis 1« 41' von 2" zu 2" umfaßte. Den Ta- 
bellen geht eine Gebrauchsanweisung, sowie eine ganz im Sinne 
seiner Vorgänger gehaltene logarithmische Trigonometrie vorher, 
die keine Beweise der mitgeteilten Sätze gibt. Da das Büchlein, 

1) Einleitung in die Rudolfinischen Tafeln, folio 19. Opera VT, 667. — 
2) Kästner, Geschichte der Mathematik, m, 92. — 3) Kästner, ebenda UI, 93. 
Keplers Chilias wurde später noch von Hutton in seiner Ausgabe der Tafeln 
von Sherwin und von Maseres in Scriptores logarithmici 1791. I, 98 — 166 
publiziert. 
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laut Vorrede, hauptsächlich for Schüler bestimmt war, so scheint man 
damak im Unterricht Begründungen für unnötig erachtet zu haben, 
oder man ersetzte sie mündlich. 

Aus der Schrift, die viel Beifall gefunden zu haben scheint, da 
sie noch nach dem Tode des Verfassers zwei Neuauflagen zu Danzig 
1648 und zu Amsterdam 1654 erlebte, heben wir zwei Dinge hervor: 
die Behandlung des ebenen Cosinussatzes und die praktische Ver- 
wertung der Neperschen Analogieen. Des ersteren bedient er 
sich, um aus drei Seiten den Winkel zu bestimmen, indem er zunächst 
aus log X = log (6 + c) + log (6 — c) — log a, x berechnet und dann 

aus log — ^ ^^g ^ ^ log ^^8 -^ dö^ Winkel bestimmt, d. h. also er 

bringt den Cosinussatz in die Gestalt:^) 

COS ^ = 



2c 

In der sphärischen Trigonometrie gebraucht er, um aus zwei 
Winkeln und der Zwischenseite die beiden andern Seiten zu be- 
rechnen*), die entsprechenden Neperschen Analogieen ganz in der 
Weise, wie wir sie heute noch verwenden, und benutzt ähnlich auch 
die beiden Polarformeln derselben, um aus zwei Seiten und dem 
Zwischen winke! die dritte Seite zu bestimmen.') Die hierbei auf- 
tretenden Logarithmen der Cotangenten werden Antimesologarithmen 
genannt. Schon bedeutend früher, nämlich 1612 hatte Crüger eine 
„Synopsis Trigonometriae" Dantisci in 12® herausgegeben, die die Be- 
kanntschaft des Autors mit allen damals gebräuchlichen Methoden 
zeigt, ohne jedoch besonderes Neues zu bieten, weshalb wir sie auch 
hier nur vorübergehend erwähnen wollen. 

Wir haben es versucht, ein Bild von der Ausbreitung und suc- 
cessiven Entwickelung der Neperschen Logarithmen in Deutschland 
zu geben, wo sie zuerst festen Fuß gefaßt hatten, bemerken aber, daß 
neben ihnen in der Zwischenzeit auch schon sehr bald die von Briggs 
und anderen für die Basis 10 erstellten Logarithmen Eingang gefun- 
den hatten. Auf diese Tatsache werden wir wieder zurückkommen, 
wenn wir die Ausbildung dieses einfacheren Systems in England 
studiert haben. 

1) Praxis Trigonometriae logarithmicae 33. Die natürlich in Worten ge- 
gebene Vorschrift ist allerdings etwas schwerftUig, wird aber durch ein bei- 
gegebenes Beispiel genügend erläutert. — 2) A. a. 0. p. 40 — 41. — 3) A. a. 0. 
p. 42—43. 
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§ 4. Die logarithmisohe Trigonometrie in Sngland nach dem 

Tode Nepers. 

Wahrend innerhalb eines Zeitramnes von 20 Jahren die Loga- 
rithmen Nepers in Deutschland rasch Eingang, Verbreitung und Ver- 
besserung erfuhren, waren die Mathematiker und Astronomen anderer 
Länder keineswegs müßig gewesen. Namentlich die Engländer, stolz 
auf die epochemachende Erfindung eines ihrer Landsleute, suchten das 
Erbe des großen Schotten nach Kräften zu verwerten. Nepers Loga- 
rithmentafel wies zwei ünbequendichkeiten auf: einmal mußten die 
drei Spalten, in denen die Logarithmen der Sinus, Cosinus und Tan- 
genten gegeben waren, auch zum Aufschlagen der Gosekanten, Se- 
kanten und Gotangenten benutzt werden, und dann waren die Loga- 
rithmen teils positiv, teils negativ, da Neper den Logarithmus des 
Radius gleich Null gesetzt hatte und Logarithmen mit wachsenden 
Winkeln abnehmen ließ. Diesen Übelstanden suchte John Speidell 
(1607 — 1646), Lehrer der Mathematik in London, zu b^^nen, in- 
dem er zunächst schon 1619 in seinen „New Loganthmes^ eine Tafel 
publizierte, welche 6 Kolumnen f&r die Logarithmen sämtlicher 
6 Funktionen enthielt. Auch machte er alle Logarithmen positiv, 
indem er die ariihmetischen Komplemente der Napierschen bildete, 
d. h. jene von lO'' subtrahierte. Seine Tafel scheint sehr Anklang 
und Verbreitung gefanden zu haben, indem schon 1620 eine zweite, 
1621 eine dritte, 1623 die fünfte und 1624 die sechste Auflage der- 
selben erschien.^) Darin führte er noch die weitere Verbesserung 
durch, daß er eine neue Tafel beifügte, in welcher er die Neperschen 
Logarithmen der aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen von 1 bis 1000 
zugleich mit ihren Differenzen und arithmetischen Komplementen gab. 
Hierbei traf er jedoch eine kleine Abänderung, indem er seinen Loga- 
rithmus irgend einer Zahl e gleich dem Neperschen Logarithmus von 

y setzte, sodaß log 1=0, log 10 = 2,302584, log 10« = n • log 10 

wurde. Diese Tafel enthält also die ersten hyperbolischen 

Logarithmen,') wenn man von den Antilogarithmen Bürgis absieht. 

Weit wichtiger für die folgende Entwickelung der logarithmischen 

1) Cajori in A History of elementary Mathematics , New- York 1896, gibt 
p. 165 noch Auflagen von 1627 und 1628 an. — 2^ Vgl. Hutton a. a. 0. p. XXXTV 
und Glaisher a. a. 0. p. 69. Genaueres über die Speidellsche Tafel findet man 
in Maseres Scriptorea Logaiithmici. VI, 711 ff. — Speidells Sohn Euklid 
publizierte 1688 eine Logarithmotechnie, in welcher er zeigte, wie man diese 
Logarithmen bis auf 25 Stellen berechnen kann, indem man die Hyperbel 
quadriert. Die Schrift ist abgedruckt in Maseres Scriptores Logarithmici. 
vol. n. 
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Trigonometrie war aber die Tätigkeit von Heinrich Briggs. Briggs, 
den wir schon vorübergehend kennen lernten, war in Cambridge auf- 
gewachsen und begann dort im Jahre 1592 seine Lehrthätigkeit. 1600 
wurde er Professor am Gresham College in London und 1619 erhielt 
er die in Oxford neu gegründete Savilesche Professur der Geometrie, 
die er bis zu seinem Tode 1630 inne hatte. Wir sahen schon, daß 
er zunächst eine Trennung der Zahlenlogarithmen von denen der tri- 
gonometrischen Funktionen vornahm und dieselben in der Weise auf- 
baute, daß er die Basis 10 zugrunde legte. Dieses System arbeitete 
er auch soweit aus, daß er 1624 eine 14 stellige Tafel der Zahlen 
von 1 bis 20000 und von 90000 bis 100000 erscheinen lassen 
konnte. 

Auch die trigonometrischen Logarithmen nahm er in Arbeit, und 
nach seinem Tode fand sich eine auf 10 Dezimalen berechnete, nahezu 
vollendete Tafel, in welcher statt der Sexagesimalteilung der Winkel- 
grade die dezimale Teilung eingeführt war, wie es schon Stewin 
beabsichtigt, aber, wie es scheint, nicht ausgefQhrt hatte. ^) Dieser 
Fortschritt konnte sich jedoch, trotzdem Briggs' Tafel 1633 im Druck 
erschien, nicht einbürgern, wohl deshalb*), weil bereits Tafeln vor- 
handen waren, welche Zehnerlogarithmen bei sexagesimaler Teilung 
gaben und „ihren Besitzern also nicht das Aufgeben des zur zweiten 
Natur Gewordenen auferlegten". 

Die Methode, deren sich Briggs zur Konstruktion dieser Tafeln 
bediente, welche die Sinus, Tangenten und Sekanten, sowie die Loga- 
rithmen der Sinus und Tangenten angibt, ist für die Folgezeit von 
solcher Bedeutung geworden, daß wir sie in kurzen Zügen schildern 
müssen. Das Werk, in dem sie enthalten ist, führt den Titel ,;Tri- 
gonometria Britannica", ist von. Heinrich Gellibrand, Professor 
am Gresham College, 1633 herausgegeben und zerfällt in zwei 
Teile, von denen der erste aus Briggs' Feder stammt und seine 
Rechnungsmethode enthält. Zunächst verbreitet sich Briggs hier 
über die Herstellung einer korrekten Sinus tafel, wobei er folgenden 
Plan verfolgt. An Vieta anknüpfend, den er mehrfach zitiert, studiert 
er zunächst die Teilungsgleichungen und stellt zur Bildung ihrer 
Koeffizienten einen „Abacus" auf (p. 23), der genau mit jener Tafel 
übereinstimmt, die wir bei Bürgi (Erster Teil S. 208) kennen lernten. 
Eine zweite noch umfassendere Tabelle, der „Abacus TtayxQrjötös^'y 
welcher durch Bildung der Summenreihen aus der natürlichen Zahlen- 
reihe entsteht, dient ihm unter anderem zur Auffindung der Koeffi- 
zienten aufeinanderfolgender Potenzen eines Binoms. Nun teilt er 



1) Glaiaher a. a. 0. 178. -^ 2) Vgl. Cantor II, 2, 743. 
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den Kreis in 360®, den Grad aber in 625 Tausendstel (= g) • Vom Sinus 

des Winkels von 60® ausgehend, berechnet er dann die Sinus aller Winkel 

50 50 
von g zu - , indem er die Teilung in 2, 3, 5 und 7 Teile und die Ver- 
vielfachung bis zum 19 fachen anwendet. Die Lösung der Teilungs- 
gleichung wird stets mit dem uns langst bekannten Divisionsverfahren 
der Araber, das wir bei Bürgi und Pitiscus wieder trafen, aus- 
geführt. Da er sich aber zum Ziel setzt, eine Sinustafel zu kon- 
struieren, die nach Tausendstel Graden fortschreitet, so teilt er zunächst' 
jedes Intervall in 5 gleiche Teile und wiederholt diese Teilung noch 
dreimal. Die Zwischenwerte werden aber nicht etwa direkt mit den 
Teilungsgleichungen berechnet, sondern mit einer Differenzen- 
methode interpoliert, deren Begründung er jedoch nicht ge- 
geben hat. 

Es ist hier nicht der Platz, auf diese geniale und auch heute noch 
benützte Methode näher einzugehen.^) Sie wurde zum erstenmal von 
Lagrange 1792/93*) exakt bewiesen, dann 1815 von Legendre') 
wieder untersucht und gewürdigt, 1844 gab Frederic Maurice*) 
eine Ableitung mit den Hilfsmitteln, die Briggs zu Gebote gestanden 
hatten, 1893 ließ Koppe*) eine sehr übersichtliche Darstellung er- 
scheinen und 1896 hat sie A. A. Markoff in seiner DijBTerenzen- 
rechnung^) abermals begründet. 

Fragt man, wie Briggs zu seiner Methode gekommen ist, so 
wird man aus der Art und Weise, wie er seine Diflferenzentabellen 
anordnet, unwillkürlich an das Schema erinnert, das einst Reimers 
mit jenen mysteriösen Andeutungen versehen in seinem Fundamentum 
astronomicum veröffentlichte (L Tl. S. 205). Entweder hat Briggs, 
was uns das Wahrscheinlichste dünkt, dem Sinne dieser Andeutungen 
nachspürend, das Wesen von Bürgis Methode durchschaut, oder es 
kamen ihm aus irgend einer unbekannten Quelle nähere Mitteilungen 
über dieselbe zu. 

Nachdem Briggs in einem folgenden Kapitel (XIV) noch darauf 
hingewiesen, daß es am rationellsten wäre, den Kreisumfang in 100 
Teile zu teilen und dann in der Dezimalteilung weiterzufahren, wendet 
er sich zu den Logarithmen der trigonometrischen Funktionen, bezüg- 
lich deren Berechnung er auf seine „Arithmetica Logarithmica" ver- 

l) Vgl. über sie Mathem. Encyklopadie I D 3 Nr. 9, 812—814. — 2) Non- 
vaux M^moires de TAcad. de Berlin, Werke V, 663—684, schon 1761 hatte 
Lalande auf sie aufmerksam gemacht. — 8) Connaiss. de temps pour 1817, 
219 ff. — 4) Ebenda pour 1847, 198—207. — 6) „Die Behandlung der Logarithmen 
und der Sinus im Unterricht'^, Programm der Andreasrealschule in Berlin 1893, 
80. — 6) Deutsch von Friesendorff und Prüm 1896, 47—49. 



Die Erfindung der Logarithmen und ihr Einfluß anf die Trigonometrie. 29 

weist. Sie sind auf der Basis 10 aufgebaut und bis auf 15 Dezi- 
malen bestimmt; auch die Charakteristik (das Wort wird von Briggs 
schon in seiner ^^Arithmetica^^ gebraucht) ist genau so angegeben, wie 
es noch heute geschieht, und die Tafel, die an und für sich auf 
Tausendstel Grade berechnet ist, ist auch fär das Sexagesimalsystem 
dadurch einigermaßen yerwendbar gemacht, daß die Winkelwerte in 
Minuten und Sekunden rechts beigeschrieben sind. Die Tafel umfaßt 
die Werte der Sinus, Tangenten und Sekanten, sowie die Logarithmen 
der beiden ersten Funktionen, läßt die ersten Differenzen direkt ab- 
lesen und ist mit großer Genauigkeit hergestellt. 

Gellibrand (1597 — 1637), der, wie schon bemerkt, aus Briggs' 
Nachlaß den ersten Teil der „Trigonometria Britannica'^, sowie die 
eben beschriebene Tafel herausgab, nimmt in seiner Vorrede den 
zweiten Teil des Werkes, welcher Methoden zur Berechnung der 
ebenen und sphärischen Dreiecke enthält, für sich in Anspruch. Doch 
finden sich auch hierin Spuren von Briggs, so z. B. die Formel^) 

tg-^ = T/^^ ( ~-r- ziir Berechnung eines Winkels aus den drei 

Seiten eines ebenen Dreieckes, die wir schon bei Rhäticus und 
Snellius entstehen sahen (1. Teil S. 215 und 242). Bemerkenswert 
ist, daß Gellibrand auch implizite die logarithmierbaren Formeln 
zur Berechnung einer Seite eines sphärischen Dreiecks aus den drei 
Winkeln kennt, d. h. er bildet die Supplemente der Winkel und führt 
so die Aufgabe auf die polare zurück, die er dann mit der schon 
Neper bekannten Formel für den Sinus des halben Winkels löst 
(ProbL XU, p. 108). Das Supplementardreieck des Snellius war ihm 
überhaupt völlig geläufig. Außerdem kennt er die sphärische Formel 

für tg Y« Im übrigen bietet dieser zweite Teil nur eine allerdings 

recht übersichtliche Zusammenstellung und Ausarbeitung der von 
Neper, Briggs und anderen überkommenen Lehren, die sich nament- 
lich dadurch auszeichnet, daß fast immer zuerst der Wortlaut der 
trigonometrischen Sätze angeführt und dann erst ihre Verwendung für 
logarithmische Rechnung gezeigt wird. Bemerkenswert ist femer, daß 
sich in der Trigonometria Britannica wohl alle vier Neperschen 

1) Trigonometria Britannica lib. lU, pars I, cap. V, 76. Arithmetica loga- 
rithmica 1624, cap. 18. Franciscus a Schooten, der die 4 Formeln für 

ain — , cos — , tg — , ctg — zusammenstellt und beweist (Exercitationum ma- 
2 2 2 2 

them. libri Y, Lugd. Bat. 1657, 499 ff.), schreibt ihre Erfindung unrichtigerweise 
einem irlandischen Mathematiker Namens Wilhem Purser zu. — Über spatere 
Beweise dieser Formeln bei Newton, Boscowich, Klügel u. a. siehe Pf lei- 
derer, Ebene Trigonometrie 1803, 402 ff. 
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Analogieen zum erstenmal genau in der Form ausgesprochen 
finden^), in welcher wir sie noch heute verwenden, abgeleitet 
sind sie jedoch merkwürdigerweise auch hier nicht. 

Zwei Jahre nach dem Erscheinen dieses Buches veröffentlichte 
derselbe Gellibrand noch ein zweites Tafelwerk, in welchem die 
Zehnerlogarithmen der ersten 10000 Zahlen, sowie die Logarithmen 
der trigonometrischen Funktionen für alle Minuten auf 7 Stellen ent- 
halten waren. 

Leider war Briggs' vortreffliche Tafel zu spät erschienen, 
um der zentesimalen Gradeinteilung noch Eingang verschaffen zu 
können, denn schon 1620 hatte Edmund Gunter in seinem 
„Canon Triangulorum", London in 4®, eine logarithmisch -trigonome- 
trische Tafel veröffentlicht*), welche Zehnerlogarithmen auf 7 Dezi- 
malen gab und dabei die Sexagesimalteilung des Kreises aufrecht 
erhielt. Gunter war 1581 in Herfordshire geboren, 1619 Professor 
der Astronomie am Gresham College in London und Vorgänger 
Gellibrands, während Briggs zur nämlichen Zeit die Professur für 
Geometrie daselbst bekleidete. Er starb 1626. In dem erwähnten 
Werke fahrte Gunter auch die Bezeichnung Cosinus und Co- 
tangens ein, indem er statt des bisher gebräuchlichen „sinus com- 
plementi^' „co. sinus'' schrieb; femer schreibt ihm Briggs ausdrück- 
lich die Einführung der dekadischen Ergänzung in die 
logarithmische Rechnung zu^), und auch die Idee der logarith- 
mischen Kurve soll von ihm stammen.*) Auf Gunters Schrift be- 
ziehen sich, ähnlich wie auf die Arbeiten Briggs', viele spätere Be- 
arbeiter der Trigonometrie, so daß ihm neben seinem berühmteren 
Kollegen ein hervorragender Einfluß auf die Weiterbildung derselben 
nicht abgesprochen werden kann. 

§ 5. Die Einführung der dekadischen Logarithmen in den Nieder- 
landen, in DeutBOhland, Frankreich, Italien und Schweden. 

In den Niederlanden, wo noch im Jahre 1627 die Trigonometrie 
von Snellius erschienen war, die keinerlei Notiz von der Erfindung 
der Logarithmen nahm, wurden dieselben durch Adriaen Ylacq be- 
kannt gemacht. Vlacq oder Vlack^) war in der holländischen Stadt 



1) Trigonometria Britannica 93, 99, 100, 106. — - 2) Neu aufgelegt 1628 
in 4« und 1673 in „The Works of G," London. 4«. — 8) Briggs, Ariihmetica 
logarithmica. Cap. XY. — 4) Hutton a. a. 0. XL. Gunters Tafel, die nach 
Glaishers Angabe in den letzten Stellen viele Fehler enthält, erschien 1678 
noch einmal in London in 5. Auflage in 4*^ : The Works of Ed. Gunter with 
a canon of artificial sines and tangents. — 5) Siehe das Biographische bei 
Cantor U, 2, 743. 
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Gouda (1600?) geboren. Während seines Aufenthaltes in seiner Vater- 
stadt war er 1626 bei der Firma Pieter Rammaseyn bescbäftigt; 
die sowohl seine Werke, als die Geometria Britannica herausgab. Von 
1633 bis 42 lebte er als Buchhändler in London, siedelte dann nach 
Paris über und ließ sich 1648 in Haag als Buchhändler nieder. Von 
1665 an geht uns seine Spur verloren. Während des Aufenthaltes in 
Gouda studierte er im Verein mit einem dortigen Feldmesser und 
Lehrer der Mathematik Ezechiel De Decker die Schriften von 
Neper, Gunter und Briggs, und da sie fanden, daß selbst hervor- 
ragende Mathematiker seines Vaterlandes mit diesen Werken noch 
nicht bekannt waren ^), so beschlossen beide, dieselben in holländischer 
Sprache und unter dem Titel „Erster deel von de Nieuwe Tellkonst" 
herauszugeben. Dieser „Erste Band der neuen Zahlenkunde'' erschien 
auch 1626 in 4***) und zwar unter dem Namen De Deckers und 
enthielt die Schriften Nepers und einiges andere. Aber in dem- 
selben Jahre veröffentlichte De Decker in dem gleichen Verlag ein 
zwefites Werk in 8" mit dem Titel „Nieuwe Tellkonst'', das auch die 
Tafeln von Briggs und Gunter enthielt, aber nicht als zweiter 
Band des ersterwähnten bezeichnet wurde, vielmehr gab De Decker 
an, daß dasselbe nur einstweilen bis zum Erscheinen eines größeren 
Werkes als Ersatz dienen solle. Ein zweiter Band desselben ist aber 
nie erschienen; dagegen gab Vlack 1628 allein seine „Arithmetica 
logarithmica'' in fol. heraus, die wohl diesen Ersatz bieten sollte; 
De Decker, dem das Verdienst zukommt, zum erstenmal auf dem 
Festlande Briggssche Zahlenlogarithmen in Druck gegeben zu haben, 
erwähnt er hier mit keinem Worte. 

Er stützt sich in diesem Werke auf die von Briggs in seiner 
„Arithmetica logarithmica'^ gegebenen Methoden, die er eingangs an- 
fuhrt, ergänzt zunächst die Lücke, welche Briggs in seinen Tafeln 
von 1624 gelassen hatte, und gibt so, indem er auch die Briggsschen 
Logarithmen nur um 4 Stellen gekürzt wieder abdruckt, eine voll- 
ständige Tafel aller zehnstelligen Logarithmen der natürlichen Zahlen 
von 1 bis 100000. Dieser Tafel fügt er aber noch den „Canon trian- 
gulorum sive tabula arteficialium Sinuum, Tangentium et Secantium" 
bei, welchen er mit Hilfe der ersten Tafel aus dem Thesaurus des 
Pitiscus berechnet. Diese Tafel ist elfstellig imd gibt die Loga- 
rithmen der trigonometrischen Funktionen in 6 nebeneinander stehen- 
den Spalten von Minute zu Minuiie mit Beifügung der ersten Diffe- 

1) Ylack, Arithmetica logarithmica 1628. Einleitang. — 2) Eingehende 
Ünteisxichangen über Vlacks undDe Deckers Schriften finden sich bei Glaisher, 
PhiloBophical Magazine V. 44. 1872 und 1878 und bei Bierens de Haan, 
Bulletino di Bibl. e di Storia. t. 6. 1878. 
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renzen. Jeder Orad umfaßt zwei Folioseiten^ und die Tafel läuft bis 
45® und zurück.^) Briggs bespricht Vlacks Werk in einem Briefe 
vom 25. Oktober 1628 und fahrt an, daß davon 1000 Exemplai-e in 
lateinischer, holländischer und französischer Sprache gedruckt und 
bereits fast sämtlich verkauft worden seien. Dieser enorm rasche 
Absatz findet seine Erklärung darin, daß ein Londoner Buchhändler 
Miller einen großen Teil der Auflage aufkaufte und dann 1631 die 
einzelnen Exemplare mit einer englischen Vorrede versehen in seinem 
Verlage erscheinen ließ.*) 

Noch ein zweites Werk ist aus Vlacks Feder hervorgegangen, 
die ,,Trigonometria artificialis sive magnus Canon triangulorum loga- 
rithmicus" welches ebenfalls zu Gouda 1633 erschien. Der erste Teil 
dieses Werkes ist jedoch nur ein wörtlicher Abdruck von Gelli- 
brands zweitem Buche der „Trigonometria Britannica" was Vlack 
auch angibt, während der zweite Teil die Briggsschen Logarithmen 
von 1 bis 20000 und die Logarithmen der Funktionen Sinus, Cosinus, 
Tangens und Cotangens von 10'' zu 10" mit Angabe der Differenzen 
und auf 10 Stellen gibt. Daß dieses Werk fast gleichzeitig mit der 
Trigonometria Britannica erschien, ist wohl auf die Vermutung zu- 
rückzuführen, daß die in letzterem Buche gegebene zentesimale Grad- 
einteilung nicht den gewünschten Anklang finden werde, wie es that- 
sächlich auch der Fall war.') 

Durch die Herstellung dieser Tafelwerke und ihren buchhänd- 
lerischen Vertrieb hat sich Vlack ein unleugbares Verdienst um die 
Trigonometrie, sowie überhaupt um die Verbreitung der Briggsschen 
Logarithmen erworben, denn auf ihnen fußen alle späteren Werke 
von ähnlichem Charakter. Seine Nachfolger hatten auch thatsächlich 
nichts weiter mehr zu thun, als den Tafeln eine etwas bequemere Ein- 
richtung zu geben und die in ihnen enthaltenen Druck- und Rechen- 
fehler aufzusuchen und zu verbessern. 

Wir erwähnten oben, daß Vlacks Arithmetica logarithmica 1628 
auch in französischer Sprache ausgegeben wurde; das beweist, daß 
auch in Frankreich das Bedürfnis nach den Logarithmen bereits vor- 

1) Nach Angabo Glaishers, Report of the British Association for 1873, 
London 1874, 63 sind in dem Riesenwerke bis dahin 300 Fehler nachgewiesen 
worden, wenn man die Ungenauigkeiten der letzten Stelle aoBer acht läßt, eine 
Liste derselben ist in den „Monthly Notices of the R. Astronomical Society^* für 
Mai und Juni 1872 gegeben. — 2) Cantor IT, 2, 746. — 3) Außerdem ver- 
öffentlichte Vlack noch 1636 seine trigonometrischen Tafeln des ersten Werkes 
auf 7 Stellen gekürzt in 8^ zu Gouda und 1661, 66, 66 zu la Haye, wo er eben- 
faUs einen Verlag hatte. — Das Werk von 1633 ist in zweiter Auflage in Peking 
1721 herausgegeben worden. Vgl. Schonte, Notiz zur Geschichte der Loga- 
rithmentafeln. Mittl. der Hamburger mathem. Gesellschaft 1901, 64. 
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handen war, und in der Tat hatte schon drei Jahre früher Edmund 
Wingate (1593 — 1656), ein Londoner Advokat, der sich von 1624 
an einige Jahre in Paris aufhielt, daselbst eine Arithmetique loga- 
rithmique veröffentlicht, von welcher 1628 eine Ausgabe bei P. Ram- 
maseyn*) und 1635 eine englische Übersetzung in London erschien.*) 
Auch gab 1626 der Professor der Mathematik in Paris Denis 
Henrion einen „Traite de logarithmes^^ in 8® heraus, der sich eben- 
falls auf Gunters Tafeln stützte und siebenstellige Logarithmen der 
Sinus und Tangenten fiir jede Minute enthielt. Die erste in Frank- 
reich überhaupt erschienene Logarithmentafel war ein Abdruck von 
Nepers beiden Schriften, den der Buchhändler Bartholomäus Vin- 
cent in Lyon 1620 besorgt hatte.*) 

Kehren wir nach Deutschland zurück, so ist hier wohl der Ulmer 
Kriegsbaumeister und Lehrer der Mathematik Johann Faulhaber 
(1580 — 1635) als derjenige zu nennen, der in seiner 1630 erschienenen 
„Ligenieurschul^' zuerst Briggssche Logarithmen einführte; jedenfaUs 
ist er der Erste, der eine Schrift in deutscher Sprache über sie her- 
ausgab.^) Diese Ingenieurschule, die er für den Praktiker schrieb, und 
die uns von seinen zahlreichen Werken^) allein interessiert, enthielt 
eine kurze Gebrauchsanweisung der Tafeln für trigonometrische Funk- 
tionen und der Tafeln Briggsscher Logarithmen derselben, sowie der 
natürlichen Zahlen, gab kurze Regeln zur Behandlung ebener und 
sphärischer Dreiecke und Anwendungen auf praktische Aufgaben, und 
schloß mit einem „Appendix'^, welcher Vlacks zehnstellige Tafeln 
der Logarithmen der Funktionen für alle Minuten, sowie der ganzen 
Zahlen von 1 bis 10000 brachte.«) 

Durch dieses Buch, welches sehr große Verbreitung fand und 
schon deshalb, weil es deutsch geschrieben war, in weitere Kreise 
drang, hat Faulhaber jedenfalls dazu beigetragen, den Vorzug der 
Briggsschen Logarithmen vor denen Nepers und Keplers ins Licht 
zu stellen und sie populär zu machen, so daß dieselben von dieser 
Zeit an in Deutschland auch zu praktischen Zwecken, namentlich für 
die Feldmeßkunst und die Höhenmessungen, verwendet wurden. In 

1) Diese lag mir vor, sie findet sich auf der Münchner Hof- und Staats- 
bibliothek. — 2) Cantor ü, 2, 746 und Glaisher a. a. 0. p. 63. Sie enthielt 
die Zehnerlogarithmen der Sinus und Tangenten Gunters, wie Wingate 
selbst angibt. — 8)Huttona. a. 0. p. XXXIV. — 4) Er sagt in seiner Inge- 
nieurschul p. 128: „Also weiß ich der Zeit auch keinen Authorem, welcher in 
Teutscher Sprach die Sphärischen Triangel durch die Logarithmen hätte lehren 
außrechnen." — 5) Vgl. hierüber Kästner, Gesch. der Math. III, 111—152; über 
seinen Lebenslauf und seine sonstige Bedeutung Cantor 11, 2, 670 ff., 626. — 
6) Diese Tafeln erschienen auch separat im Jahre 1630 und 1681 bei Ap erger 
in Augsburg. 

V. Braanmflhl, Oeiohichte der Trigonometrie. II. 8 
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dieser Verbreitung logarithmisch - trigonometrischer Rechnung in 
Deutschland liegt aber auch das einzige Verdienst von Faulhabers 
Schrift, Verbesserungen in theoretischer Beziehung, sei es die Loga* 
rithmen^ sei es das System der Trigonometrie selbst anlangend, kann 
man ihm nicht zusprechen. 

In Italien scheinen die Briggsschen Logarithmen erst 1632 durch 
Bonaventura Cavalieri eingeführt worden zu sein, der in seinem 
Werke „Directorium generale uranometricum'^, Bologna 1632 Tafeln 
achtstelliger Briggsscher Logarithmen der Sinus, Tangenten, Sekanten 
und der Sinusversus publizierte. Dieselben erstrecken sich in den ersten 
5 Minuten auf alle Sekunden, von der 5. bis zur 10. Minute auf jede 
fünfte Sekunde, von der 10. bis zur 20. Minute auf jede zehnte 
Sekunde, von da bis zur 30. Minute auf jede zwanzigste Sekunde, 
von hier ab bis zu 1^ 30' auf jede dreißigste Sekunde und auf alle 
Minuten für den Best des Quadranten. Die Tafel der Loga- 
rithmen der Sinusversus ist die erste dieser Gattung.^) 

Cavalieri*), ein Schüler Galileis und hervorragender Mathe> 
matiker, dessen Namen die Geschichte in verschiedenen Gebieten mit 
Ehren nennt, war wahrscheinlich 1591 geboren, wurde 1629 in 
Bologna auf Galileis Empfehlung als Professor angestellt und blieb 
dort bis zu seinem 1644 erfolgten Tode. Das Directorium generale 
zeigte, daß er die Arbeiten seiner bedeutendsten Voi^änger sehr wohl 
kannte, es geht dies aus der Anführung ihrer Namen hervor. Wichtig 
ist eine Bezeichnung der Funktionen, die er hier zum erstenmal 
konsequent durchführt; er unterscheidet nämlich die drei Funktionen 
und die drei Kofunktionen durch Zusetzen der Wörter „primus", 
beziehungsweise „secundus^^, so daß also z. B. tangens prima ^ tangens, 
tangens secunda » cotangens ist. Ebenso unterscheidet er einen 
Sinus versus primus und einen Sinus versus secundus. Dazu kommt 
eine eigentümliche Bezeichnung der Logarithmen dieser Funktionen: 
die Logarithmen der Tangenten heißen wie bei Kepler Mesologa- 
rithmen, die der Sekanten Tomologarithmen, die der Sinusversus 
Versilogarithmen, während die der Sinus wie bei Neper schlecht- 
weg Logarithmen genannt werden. Statt des Kommas, „dessen Briggs , 
zur Abtrennung der Charakteristik, sich bedient" nimmt er den Punkt. 
Die 6 Funktionen werden wie bei Rhaeticus am rechtwinkligen 
Dreieck eingeführt, die Sätze zur Dreiecksberechnung aber nicht, wie 
bei Neper nur in logarithmischer Form ausgesprochen, sondern 
zuerst trigonometrisch formuliert. In seiner sphärischen Trigono- 



1) Hutton a. a. 0. XLII. — 2) Vgl. Cantor II, 2, 709fF. Der Name wird 
auch Cavaleriuti, Cavallierius, Cavaglieri, de Cavalleriis geschrieben. 
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metrie teilt er (p. 203) einen Beweis der Neperschen Regel mit, ,,den 
weder Neper^ noch Ursinus, noch irgend sonst jemand, soviel er 
wisse, beibrachte'^ Dieser besteht aber einfach darin, daß er zeigt, 
wie die 10 von ihm vorher auf anderem Wege aufgestellten Analogieen 
in diese Regel passen. Die yon Neper angegebenen Sätze, welche 
Sinns und Cosinus eines halben Dreieckswinkels durch die drei Seiten 
ausdrücken, erfahren hier zum erstenmal eine vollständige Begründung. 
Dabei weist er zunächst die Gleichung: 

{ sin a • sin c } : r* «= { sinrers b — sinvers (c — o) } : sinvers B 

an der Figur des Änalemmas nach und leitet dann geometrisch die 
Proportion: 

{ sinvers b — sinvers (c — a) } : sinvers 3 

ab; dann folgt aus der Verbindung beider unmittelbar der Satz. 

Für die Neperschen Analogieen^) ist ihm offenbar ein ein- 
facher Beweis nicht gelungen, indem er sagt, dieselben scheinen ihm 
eine subtilere Untersuchung zu erfordern, und deshalb verschiebe er 
die Mitteilung eines Beweises auf eine spätere Gelegenheit. Doch 
ist er unseres Wissens nicht mehr darauf zurückgekommen. Be- 
merkenswert ist auch eine Zusammenstellung von sechs für die 
Berechnung schiefwinkliger sphärischer Dreiecke sehr verwendbaren 
Sätzen, die sich ergeben, wenn man in dem Dreieck ABC von der 
Spitze A den senkrechten Bogen AD auf BG fällt. Dieselben lauten^: 
1) cos C : cos BD = cos b : cos CD, 2) sinJ-^ : cos 5 = sin A^ : cos C, 
3) cosec c : sin B = cosec b : sin C, 4) ctg c : cos A^ «= ctg ft : cos A^, 
5) sinJ?2):ctg5=8inD(7:ctgC, 6) tgSD : tg^^ = tgDC: tg^,; 
hierbei wurde ^ BAD ^ A^, <^ CAD^A^ gesetzt. Den zweiten 
dieser Sätze trafen wir bereits bei Regiomontan (S. 128, I. Tl.), 
den fünften und sechsten bei Na.«iir Eddin (S. 68, I. Tl.), die übrigen 
dürften wohl bei Cavalieri zum erstenmal vorkommen. 

Endlich gibt Cavalieri in seinem V. Axiom (Kap. VIII, 
p. 315 ff.) die Flächenformel für das sphärische Dreieck und 
zwar zum erstenmal mit einem ziemlich einwandfreien Be- 
weise für dieselbe, ein Beweis, der sich bis heute in unseren Lehr- 
büchern erhalten hat. Daß er in Harriot und Girard bereits Vorgänger 
in der Entdeckung dieser wichtigen Flächenformel hatte, wußte er, 



1) In einem KoroUar teilt er dann auch noch die beiden Polarformehi zu 
denen Nepers mit und gibt an, wie man sie mit jenem Nebendreieck des 
Supplementardreiecks finden kann, dem wir bei Pitiscus, Magini und anderen 
begegneten. — 2) Directorium p. 242. 
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wie ans einer Bemerkung henrorgeht, nicht. Merkwürdig ist^ daß, 
obgleich der wichtige Satz hier gebührend hervorgehoben*) und in 
dem zweiten trigonometrischen Werke des Autors von 1643 wieder 
ausgesprochen wurde, doch noch eine geraume Zeit verging, bis er 
allgemeine Aufiiahme fand, ja Roberval glaubte noch 1655 das 
Prioritätsrecht der Entdeckung dieser Formel für sich in Anspruch 
nehmen zu dürfen^), indem er Cl. Mydorge am Ende des folgenden 
Jahres brieflich einen Beweis des Satzes mitteilte, der übrigens in 
der Hauptsache mit dem des Cavalieri übereinstimmte. Da Cava- 
lieris Werk sehr große Verbreitung fand, so ist es kaum begreiflich, 
daß Roberval diesen Beweis nicht kannte. Der Flachenformel für 
das sphärische Dreieck wurde bald die allgemeinel*e für ein beliebiges 
von Bögen größter Kreise gebildetes Polygon hinzugefügt, indem der 
Krakauer Mathematiker Jan Bro^ek oder Broscius (1585—1652) 
dieselbe in seinem Werke „Apologia pro Aristotele et Euclide contra 
Petrum Ramum et alios", Dantisci 1652 in 4®^) in der Gestalt angab: 

WO [i die Winkelsumme des Polygons, n die Anzahl seiner Ecken 
und S die Kugeloberfläche ist. 

Doch kehren wir noch einmal zu Cavalieri zurück! Außer 
dem besprochenen Directorium generale schrieb er noch eine „Trigo- 
nometria plana et sphaerica, linearis et logarithmica", Bononiae 1643, 
die aber nichts Bemerkenswertes enthält; femer ein „Gompendio delle 
Regole de' Triangoli colla loro dimostrazioni", Bologna 1638 in 12** 



1) Legendr 6 sagt (Journal de T^cole polytechniqne 1798, p. 275), man 
solle den Satz dem Cavalieri zuschreiben, da erst er einen exakten Beweis 
desselben gegeben habe. — 2) Oeuvres completes deCh. Huygensl (Haag 1888), 
p. 370 und 518. Vgl. Cantor IT, 2, 711. — 3) Das Werk wurde zum zweitenmal 
1699 aufgelegt. In dieser Ausgabe bemerkt Bro^ek (p. 79), Briggs gebe an, die 
Flächenformel für das Dreieck sei von Harriot zuerst gegeben worden. Bro^ek 
teilt femer mit, der Grieche Kabasilas (I. Tl., S. 91) habe in seiner Isagoge in 
librum tertiiun Almagesti Ptolemaei (1572 erschienen), welcher als Anhang die 
Optik des Vitellio (Witelo, siehe M. Curtze, Bull, di Boncompagni, IV, 49 u. 78, 
Zebrawski ebenda XII, 315 und noch einmal Curtze, Grunerts Archiv LXIV, 
432, Cantor 11, 2, 98) beigegeben war, in seinen Anmerkungen diesen Gegen- 
stand behandelt. Der Kommentar des Kabasilas stand uns nicht zur Ver- 
fügung und in den beiden Ausgaben der Optik des Witelo von Tannstetter 
und Peter Apian, Norimb. 1535 und von Risner, Basileae 1572 steht unter 
No. 87 als von Kabasilas stammend nur die Messung der Fläche des Kugel- 
oktanten. Über Bros^ek ist eine polnisch geschriebene Monographie 1884 in 
Krakau von Jan Nep. Franke erschienen. Vgl. die neuesten Untersuchungen 
über die Geschichte dieses Satzes bei G. Vacca, Bibliotheca math. 1902, 191 — 197, 
sowie M. Curtze, Abhandl. zur Gesch. der math. Wissenschaften XII, 1902, 332. 
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und endlich ein ^^Compendio delle Begole Trigonometriche e Genturia 
di Problemi per dimostrare Taso de' Logaritmi nella Gnomonica^ 
Astronomia etc." Bologna 1639 in 12®. Diese letzte Schrift enthält, 
worauf Govi aufinerksam gemacht hat*), in Probl. 92, p. 486 — 492, 
eine Lösung der Aufgabe, den Logarithmus der Summe oder Differenz 
zweier Zahlen direkt aus den Logarithmen derselben zu finden. Es 
sei a>fe, und loga, sowie log 6 bekannt, log(a + fc) und log(a-~6) 
gesucht. Man bildet log 6 — loga = log sin ^, also sin V' = — , hieraus 

berechnet man log sin —^— und dann log 2 + 2 log sin — 2 ' ^*""^ 
ist log (a + 6) « log a + log 2 + 2 log sin — -^-- • Ahnlich ist, 

log sin 9 =» ~ "o - "' ? ^^^^ sin 9 = l/ö" g^s^tzt, log (o — 6) 
= log a + log cos 2 9. Hier tritt also zum erstenmal das später unter 
anderen von Cagnoli, Giuseppe Zecchini Leonelli und C. F. Gauß 
wieder aufgenommene Problem der Herstellung von Additionsloga- 
rithmen auf und wird trigonometrisch behandelt. Endlich mag noch 
bemerkt werden, daß Cavalieri in derselben Schrift; auch die quadrati- 
schen Gleichungen trigonometrisch löst. Alle diese Dinge werden aber 
geometrisch abgeleitet. 

Wir schließen dieses Kapitel über die Einführung der Zehner- 
logarithmen in den verschiedenen Kulturstaaten, indem wir noch be- 
merken, daß dieselben auch in Schweden, allerdings erst im Jahre 1698 
erscheinen, zu einer Zeit, wo sie sonst überall längst festen Fuß ge- 
faßt hatten. Nach den Untersuchungen von G. Eneström') ist 
Petrus Elvius der Erste, welcher in üpsala eine vierstellige Tafel') 
für die Logarithmen der Sinus, hauptsächlich zum Gebrauche der 
Feldmesser, veröffentlichte. Von 0° bis 60® sind die Logarithmen der 
Sinus für Winkel von 6' zu 6' angegeben, von 60® bis 75® für 
je 12', von da aber nur für ganze und halbe Grade. Auf der 
11. Seite des nur 16 Seiten umfassenden, sehr schlecht gedruckten 
Büchleins stehen Regeln zur Berechnung rechtwinkliger Dreiecke, 
während die Seiten 12 — 16 die Logarithmen der Zahlen von 1 — 699 
und von 700 — 998 auf 5 Dezimalen enthalten. 

Der Beginn des 17. Jahrhunderts hatte also eine Methode ge- 
bracht, welche die gesamte trigonometrische Rechnung vom Funda- 
ment aus umgestaltete. Ihr enormer Vorteil, von dem Laplace ein- 

1) Atti della Reale Academia dei Lincei Anno CCLXXTTT, 1875 — 76, Serie II, 
in. parte sec, 173 ff. — 2) Bibliotheca math. 1884, 121. — 3) Tabula compen- 
diosa Logarithmoram sinumn. Ad quadranti graduB eorumque partes decimas, 
Nee non numeronim abBolutonun ab unitate ad 1000, Edita a F. E. üpsa- 
liae 1698. 8^ 
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mal sagt, „die Erfindung der Logarithmen yerdoppelt durch Kürzung 
das Leben der Astronomen" wurde namentlich von diesen und darunter 
in erster Linie von dem großen Kepler sofort erkannt und gewürdigt. 
Wir sehen, wie durch ihn und seine Freunde die Erfindung des 
schottischen Edelmannes zuerst in Deutschland Wurzel faßte, sich 
schnell verbreitete und verbessert wurde, während die übrigen Kultur- 
staaten mehr oder minder rasch nachfolgten. Zugleich untersuchten 
wir die Einwirkung des neuen Bechnungsverfahrens auf die Methoden 
der Trigonometrie selbst und sahen, daß schon Neper die Notwendig- 
keit einer Umgestaltung der alten Trigonometrie erkannt und in ihren 
Grundzügen durchgeführt hatte, und daß namentlich Briggs und 
Grellibrand seine Gedanken weiter ausbauten. 



2. Kapitel. 
Die Trigonometrie bis zum Beginne des 18. Jahrhunderts. 

§ L Bein-trigonometrisohe Sohriften. 

Nachdem die Berechnung der Logarithmen durch Briggs' be- 
wunderungswürdige Arbeitskraft auf eine feste Basis gestellt und 
wesentlich vereinfacht worden war, und Vlack seine Werke geschaffen 
hatte, die für alle Zeiten fundamental für die Herstellung loga- 
rithmischer Tabellenwerke blieben, verbreitete sich auch die Über- 
zeugung von dem enormen Nutzen, den die neue Methode namentlich 
bei trigonometrischen B/Cchnungen bot, allgemein, so daß von den 
dreißiger Jahren des 17. Jahrhunderts ab dieses Rechnungsverfahren, 
wenn auch nicht ausschließlich, so doch hauptsächlich in fast allen 
einschlägigen besseren Schriften gelehrt wurde — die uns hiervon 
bekannt gewordenen Ausnahmen haben wir bereits im ersten Teile 
unseres Werkes angeführt. 

Von solchen Schriften nennen wir zunächst: „Trigonometriae 
canonicae libri tres etc. Adjungitur liber quartus pro calculi tabulis 
logarithmorum'*, Paris 1633. Das Werk, von welchem noch 1657 
eine französische Ausgabe erschien, hatte zum Verfasser Jean Bap- 
tiste Morin (1583 — 1656), Professor der Mathematik und Vorgänger 
Robervals am College de France, hauptsächlich durch seine neue, 
vielumstrittene Methode der Längenbestimmung bekannt.^) Seine 
Schrift, in welcher er sich viel darauf zu gute tut, die trigonometrischen 
Sätze auf die absolut notwendige Zahl reduziert zu haben, bringt 

1) Vgl. hierüber Montucla, ffistoire IV, 643 fF. 
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nichts Neues, und die angehängten Logarithmentafeln sind nach 
Delambres Angabe^) ein Abdruck der Tafehi von Wingate. 

Ebenfalls ein kompilatorisches Werk ist der ^^Clayis universi 
trigonometrica. Accidunt tabulae pro negocio trigonico'^, Hamburg 
1634 in 4^ des Georg Ludwig Frobenius (1566 — 1645), der zu- 
letzt Buchhändler in Hamburg war. Die Schrift ist insofern be- 
merkenswert, als in ihr die meisten Probleme auf drei verschiedene 
Arten: direkt, dann mit der prosthaphäretischen Methode und endlich 
mittelst der Logarithmen behandelt werden. Die Tafeln sind dem 
Opus Palatinum, beziehungsweise den Werken Vlacks entnonmien. 
Das von großer Belesenheit zeigende Werk unterscheidet sich insofern 
angenehm von anderen jener Zeit, als es eine Menge gewissenhafter 
Zitate angibt. 

Li demselben Jahre, in welchem Frobenius' Schrift erschien, 
gab der französische Mathematiker Peter Herigone ein Sammelwerk 
heraus, das die ganze damals bekannte Mathematik umfaßte und zehn 
Jahre später (1644) noch einmal aufgelegt wurde. Es war in französi- 
scher und lateinischer Sprache gedruckt und fährte den Titel „Cursus 
mathematicus nova brevi et clara methodo demonstratus etc." (6 Bände 
in 8^). Li diesem eigentümlichen Werke, das übrigens für jene Zeit 
recht reichhaltig genannt werden muß, führte Herigone zum ersten- 
mal eine wirkliche Zeichensprache durch, die er auch im 4. 
und 5. Band auf die Trigonometrie anwandte. Das Gleichheitszeichen 
wurde hier durch 212, das üngleichheitszeichen durch 3i2 oder 2|3, 
je nachdem die größere Zahl auf der linken oder rechten Seite steht, 
vertreten. Für das Minuszeichen schrieb er '^, für parallel =, für 
proportional n. Ein Quadrat ward durch ein vorgesetztes D, ein 
Bechteck durch [ ' bezeichnet. In dieser Schreibweise findet z. B. 
der Gosinussatz der ebenen Trigonometrie*) folgenden Ausdruck: 

2rT~:aby bcjt Dbc+ Dba^ Dac2|2rad.Äsin < bad, 

hierbei werden beständig (vgl. Fig. 5) in der 

Figur die Buchstaben des großen, im Texte die 

des kleinen laternischen Alphabetes verwendet. 

Eine weitere Vereinfachung war die Bezeichnung 

der Dreieckswinkel durch die Eckbuchstaben, so 

daß also z. B. < a + < 6 -}- <c2|2 180 g unsere Gleichung <^ ^ -}- <^ B 

+ <^ C - 180<> ersetzte. 

Um den Tangentensatz kurz zu schreiben, bezeichnete er das 
Dreieck mit FGH und setzte: a 2\2 hf + hg, b 2\2 hf - hg, 




1) Hietoire de rAatronomie mod. U, 238. — 2) A. a. 0. t. IV, 102. 
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c2|2|, f + 9y dann war^) in einem von ihm gewählten speziellen 
Beispiel: 

a % tangent. c2\2b ^ tangent. 8 g 43'. 

Der ebenen Trigonometrie sind die Logarithmentafeln Ton Briggs 
und Gunter beigegeben. Seine sphärische Trigonometrie im V. Band 
gibt zu keiner besonderen Bemerkung Anlaß. 

Bisher hatten wir aus den trigonometrischen Schriften dieser 
Epoche nicht viel Originelles zu verzeichnen; der Grund hierfür liegt 
einmal darin, daß die vorhandenen Methoden für die Aptronomen 
ausreichten, so daß von dieser Seite eine Weiterbildung derselben 
momentan nicht erfolgte, andererseits aber hatte sich das Interesse 
der Mathematiker mehr der Ausmessung von Flächen- und Körper- 
inhalten zugewendet; es begann die Zeit, in welcher die Grundlagen 
der Infinitesimalrechnung gelegt wurden. Jedoch blieben auch diese 
Bestrebungen nicht ganz ohne Rückwirkung auf die Trigonometrie. 
Um das Jahr 1634^) erfand Giles Persone de Roberval (1602 — 
1675) seine Lehre vom Unendlichen, welche nachmals von seinem 
Freunde, dem Abbe Gallois 1693 als Traite des indivisibiles publi- 
ziert wurde.*) Darin bestimmte er den Flächeninhalt der Cykloide 
und gelangte dabei zur Konstruktion der Sinuslinie, die er in seinem 
Aufsatze „De Trochoide ejusque spatio" wiederholte, indem er sie die 
Begleiterin der Cykloide (trochoidis comes oder socia) nannte. Seine 
Konstruktion ist folgende. 




AMI^OPQRST 

Fig. 6. 

Er teilt den halben Umfang des Kreises, welcher durch Rollen die 
Cykloide erzeugt, in eine Anzahl gleicher Teile (Fig. 6) AB = BC 
= CD = . . . HI, trägt auf der Basis der Cykloide J.T die Strecken 
AM^ MN = N0=-' '=- ST ^ diesen Bogenteilen ab und zieht 
sowohl durch die Teilpunkte B, (7, ... -ff die Parallelen zu BT, als 
auch durch M, N, . . . S die Parallelen zu TV, die Schnittpunkte je 
zweier entsprechender Parallelen sind direkt die Punkte der Kurve. 



1) A. a. 0, t. IV, 108—109. — 2) Siehe Cantor II, 2, 877. — 3) Poggen- 
dorff, Biographisch-literarisches Handwörterbuch ü, 666. — Robervals Werke 
wurden nachmals gesammelt und in Mäm. Acad. Sei. VI herausgegeben. 
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Man erkennt^ daß diese Eonstruktion nichts anderes als die Kon- 
struktion der Kurve y — sina; aus den rechtwinkligen Koordinaten x 
und y ist. Der Name Sinuslinie findet sich jedoch bei Roberyal 
nicht, wohl aber bei dem französischen Jesuiten Honoratus Fabri 
(1606(7) — 1688), der 1659 ein „Opusculum geometricum de linea 
Sinuum et Cycloide^^ zu Rom herausgab und auch in seiner 1669 er- 
schienenen „Synopsis geometrica", Lugd. 8®, eine exakte Definition 
dieser Kurve mitteilte (p. 313). Die Darstellungen der übrigen tri- 
gonometrischen Funktionen durch Kurven ließen auch nicht mehr 
lange auf sich warten, nachdem einmal durch Format und Descartes 
die Koordinatengeometrie allseits Eingang gefunden hatte, und anderer- 
seits die Berechnung krummlinig begrenzter Flächenräume im Mittel- 
punkt des Interesses stand. So zeichnet James Gregory (1638— 1675), 

der uns noch öfters begegnen wird, um J*tg zdz ^ log sec z nach- 



zuweisen, einen Teil der Tangentenkurve im ersten Quadranten^), und 
ähnliche Flächenbestimmimgenveranlaßten John Wallis (1616 — 1703), 
Kaplan Karls 11. und hervorragenden Mathematiker, in seinem „Trac- 
tatus de motu" 1670^ die Sekantenkurve zu zeichnen, deren Ver- 
lauf er ftlr den ersten Quadranten richtig angab. Beide Kurven finden 
sich in einer Figur vereinigt in den „Lectiones opticae et geometricae", 
Lond. 1674 in 4®, von Isaac Barrow, dem Lehrer Newtons. 

Zahbeiche trigonometrische und logarithmische Werke erschienen 
in der zweiten Hälfte des 17. Jahrhunderts in England — handelte 
es sich ja doch für die Engländer darum, die große Erfindung ihres 
Landsmannes auszubauen und fruchtbar zu machen. Erwähnen wir 
vorübergehend die ersten vollständigen siebenstelligen Briggsschen 
Logarithmen der Zahlen von 1 bis 100000, welche Nathaniel Roe 
1633 veröffentlichte^), sowie eine vielbenützte Trigonometrie Richard 
Norwoods^), die uns leider nicht zu Gesicht kam, so kommen wir 



1) Exercitationes geometricae Lond. 1668 in 4^: Methodus componendi 
Tabulas Tangentium et Secantium Arteficialium (d. h. der Logarithmen der Tan- 
genten etc.) ex Tabulis Tangentium et Secantium Naturalium exactissime et 
minimo cum labore. — 2) Opera mathematica Johannis Wallis Oxoniae 
in 2^ L 1696, p. 926 und U. 1703, p. 480, „A Letter from Wallis to Mr. 
Bichard Norris conceming the Collation of Secants and the true Division of 
I the Meridians in the Sea Chart. 1685. Die Fläche, welche von einer solchen 

Kurve, zwei Ordinaten und der Abscissenachse eingeschlossen wird, heißt in 
diesen Schriften „figura tangentium^*, bezüglich „secantium". Eine Kurve, deren 
I Abscissen die Sinus und deren Ordinaten die Sekanten sind, hatte Gregory 

I schon 1668 in seinen Exercitationes geometricae angegeben; Mas er es, Scrip- 

tores logarithmici U, 6—16. — 3) Cantor 11, 2, 747. Glaisher a. a. 0. 124. 
169. — 4) Trigonometria or the doctrine of triangles, London 1631, 4®. Dieses 
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zu einer wichtigen Schrift des auch sonst in der Geschichte der 
Mathematik hekannten Pfarrers William Oughtred^)^ die mehr 
Originalität als die übrige zeitgenossische Literatur aufweist. Dieselbe 
fQhrt den Titel „Trigonometria, hoc est modus computandi Triangn- 
lorum latera et angulos, una cum Tabulis Sinuum^ Tangentium etc/' 
London 1657, 4®. Darin fahrte er folgende abkürzende Schreibweise 
für die trigonometrischen Linien ein: Sinus = s arc, Cosinus «= s co arc.*), 
Secans = se arc. Tangens = t arc, Cotangens = t co arc; Cosecans 
== sec CO arc. Proportionen werden folgendermaßen geschrieben: 
t arc . Bad :: Bad . t co arc. Dieser von ihm eingeführte Gebrauch des 
aus ner Punkten zusammengesetzten Zeichens bürgerte sich bald ein 
und findet sich noch heute in manchen Schriften in Anwendung, 
während der einfache Punkt zur Bezeichnung des Verhältnisses später 
dem Doppelpunkt weichen mußte, nachdem der erstere von Christian 
Wolf als Multiplikationszeichen (an Stelle des von Oughtred be- 
nützten x) in allgemeineren Gebrauch gekommen war. Als Gleich- 
heitszeichen bediente er sich außerhalb der Proportionen des noch 
heute gebräuchlichen von seinem Landsmanne Bobert Becorde 1556 
zuerst verwendeten Zeichens. 

Wie bei Girard und Herigone, so zeigt sich auch bei Ough- 
tred das Bemühen, die trigonometrischen Sätze, die er allerdings 
zuerst in Worten aussprach, in übersichtlichen Gleichungen darzu- 
stellen. So schreibt er z. B. den Satz, welchen wir heute durch 

cos Y = 1/^^^ - "T ^M« -1- c — — ausdrücken, in folgender Form^): 

L crur -^ — x ^ :: Rq- Q bco ^ ang. 

Hier bedeutet U Bechteck, Z cm die Summe der den Winkel 
einschließenden Schenkel fcrurum), B Basis, Rq das Quadrat des 
Badius und Q s co ~ ang. das Quadrat des Cosinus des halben ein- 
geschlossenen Winkels. Leider fanden diese Bemühungen, allmählich 
auch eine trigonometrische Formelsprache herauszubilden, wenig An- 
klang, obwohl man schon hier und da analytisch zu rechnen ver- 
suchte. — Bemerkenswert ist noch, daß Oughtred wohl zum ersten- 
mal für die ersten beiden Nep ersehen Analogieen einen voU- 

Buch erfahr mehrere Auflagen, so 1661 eine vierte, 1678 eine 7. und 1686 eine 
8. Auflage (Mitteilung von Herrn Karl Grimmeißen), femer Epitomy being 
the application of the doctrine on triangles 1636. 

1) Oughtred war in Eton geboren, studierte in Cambridge und war 
namentlich mit Wallis sehr befreundet. — 2) Also nicht cos. und cot., wie 
Rouse Ball in „A short account of the history of mathematics'', London 1893, 
8®, p. 246 angibt; hierüber auch Cantor III, 2, 669. — 3) Trigonometria, p. 17. 
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standigen Beweis erbringt, den er mit der Orthogonalprojektion 
des Analemmas YÖllig geometrisch, wenn auch sehr schwerfällig durch- 
führt.*) Oughtreds Werk sind Tafeln beigegeben, welche die 
Sinus, Tangenten und Sekanten auf sieben und ihre Logarithmen auf 
6 Stellen geben und zwar für alle Minuten des in 100 Teile ge- 
teilten Grades. 

Weitaus das ToUständigste Werk über Trigonometrie, welches in 
jener Zeit erschien, ist die „Trigonometria Britannica, or the doctrine 
of triangles in two books^', London 1658 in 2^ von John Newton. 
Es ist dies eine Neuausgabe des gleichlautenden Werkes von Briggs 
und Gellibrand, jedoch wesentlich verbessert und vervollständigt. 
Letzteres gUt namentlich inbezug auf die Beweise, die teils mit dem 
Analemma, teils aber, und hierin liegt der Hauptfortschritt, auf mehr 
analytischem Wege (wenn auch noch etwas umständlich) gefuhrt sind, 
als in irgend welchem vorhergehenden Werke*). Auch finden wir 
hier zum erstenmal die Bezeichnungen cosinus und cotan- 
gens konsequent benützt. Dem Werke ist eine achtstellige loga- 
rithmisch-trigonometrische .Tafel angehängt, welche die centesimale 
Einteilung der Winkelgrade besitzt, sie ist die erste, deren Anordnung 
genau der noch heute bei siebenstelligen Tafeln gebrauchten ent- 
spricht''), nur sind statt der Differenzen die Logarithmen derselben 
angegeben. Außerdem enthält das Werk auch eine achtstellige Loga- 
rithmentafel der Briggsschen Logarithmen für die Zahlen von 1 bis 
100000, ebenfalls angeordnet wie die heute gebräuchlichen. 

Eine Antilogarithmentafel haben die Engländer John Pell 
(1610—1685) und Walter Warner zwischen 1630 und 1640 be- 
rechnet, die erste dieser Art seit Bürgi, doch ist dieselbe spätei 
wieder verloren gegangen. Außerdem hat Pell nach F. van Schoo- 
tens Angabe zuerst die Formel für die Tangente des doppelten 
Winkels in der Gestalt (r* — tg*a) : 2r^ = tga : tg2a mitgeteilt*) 



1) Er sagt, daß er diesen Beweis auf Yeranlassniig von Carl Cavendish 
1682 erdacht habe. In der Tat lassen sich alle Glieder der Analogieen direkt 
in der Fignr deuten. — 2) So sind auch die Nep ersehen Analogieen hier mit 

j analytischen Umformungen aus dem Nep ersehen Satze tg -^ • tg - — — 

b b 

\ = ^^^ä" ■ *Ä IT (^^^^^ S- ^^) gewonnen, allerdings noch sehr umständlich. — 

j 3) Glaisher a. a. 0. 118. — 4) Fr. v, Schooten, Tractatus de concinnandis 

I demonstrationibuB geometricis ex caiculo Algebraico in lucem editus k Petro 

Schooten Francisci Fratre, Amst. 1661 in 4<*, 368. Schooten beweist daselbst 

die Formel mit der Descartesschen Koordinatengeometrie. Desgleichen gibt 

i er hier mehrere Anwendungen dieser Methode auf Höhen- und Distanzmessungen 

und beweist damit den Satz des Menelaus. 
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und dieselbe in seiner Streitschrift^) gegen Longomontans Ereis- 
qnadrator ingeniös angewendet. 

Auch die erstmalige Einführung eines Hilfswinkels zur Erleichte- 
rung logarithmischer Rechnungen datiert aus jener Zeit. Thomas 
Street (1626 — 1696), damals noch Student in London, später Astro- 
nom, behandelt nämlich in seiner „Asti'onomia Carolina, a new Theorie 
of celestial motion^^, 1661*) die Aufgabe, aus den bekannten Loga- 
rithmen zweier Seiten eines Dreiecks und dem von ihnen einge- 
schlossenen Winkel die übrigen Winkel zu bestimmen, nach einer 
von seinem Freunde Robert Anderson herrührenden Methode') 
folgendermaßen. Ist c^ AB die kleinere der im Dreieck ABC ge- 
gebenen Seiten b und o, so berechnet man aus c:b =^ l itgq) den 

HiKswinkel (p und dann aus tg 45® '^g(9> — 45®) = tg ^-^j^ : tg ^ ^ 

die Differenz der gesuchten Winkel ß und y] da ihre Summe aus der 
Kenntnis von ^ a folgt, so sind hiermit ß ung y gegeben und zwar, 
wie die Gleichungen zeigen, direkt aus den Logarithmen der Seiten 
b und c bestimmbar. Man erkennt sofort, daß die beiden Gleichungen 
nach Elimination des Winkels (p auf den bekannten Tangentensatz 
führen, Anderson und Streete beweisen die Richtigkeit ihrer 
Gleichungen durch eine ziemlich komplizierte geometrische Kon- 
struktion.^) Diese für logarithmische Rechnung praktische Methode 
fand sofort, wenigstens in England, Anklang und erhielt sich 7on da 
ab in den Schriften über Trigonometrie. So findet sie sich bei dem 



1) Controversy with Longomontanns conceming the quadratare of the circle, 
4®, Amst. 1646, lateinisch 1647. — 2) Das Werk erschien wieder in lateinischer 

Übersetzung von Doppelmayr, Nürnberg 1706 in 
4*^ nnd vermehrt von Halley, London 1710. — 
8) Astronomia Carol. 41 der lateinischen Ausgabe. 
— 4) Dieser Beweis ist folgender: Es sei in Fig. 7 
AB = c = AD — AE, AC = b, dann ist CD = 
b + c = CK {CK _L CD); femer sei AE = AH 
= HG = GE ^ c {AH i_ AC) nnd endlich 
CL _i: BD, das Übrige ist ans der Fig. ersichtlich, 
dann ist <^ FAH =^ 9 der Hilfswinkel nnd man 

FH 

hat unmittelbar tg 9 = - -^ = 6 : c (Radius = 1); 

also ist < F^G^ = 9 — 46^ da aber A AHD 

r^ A KFH und HD = EH ist, so folgt AH : EH 

=» HF: HK und hieraus A FAH^ A KEH, 

somit ^FAG^<^ KEI^ < CKE == 9 — 46*>. 

Femer ist tg < CKE ^ CE : CK ^ {b — c) 

ß y 6 -\-y 

: (6 -f c) == tg - - : tg "^ - ' - = tg (9 — 45*^), womit die Richtigkeit der beiden 

Gleichungen nachgewiesen ist. 
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Astronomen Vincentius Wing^) (1619—1668), der im zweiten 
Traktate seiner ^^Astronomia Britannica^', London 1668 und 1696 in 
2^ eine vollständige Entwickelnng der trigonometrischen Lehren gibt, 
und wurde von Thomas Simpson (1710 — 1761) in seiner „Trigono- 
metry plane and spherical^ 1748, auf die wir noch später zurück- 
kommen werden, abermals vorgetragen und mit einem etwas elegan- 
teren Beweise versehen.^) Auch Whiston berechnet in seinen „Prae- 
lectiones astronomicae^', Gantabr. 1707, zwei Beispiele auf diesem 
Wege, und der Franzose Le Monnier teilt die Methode in seinen 
„Institutions astronomiques", Paris 1746 ebenfalls mit.') Auch 
Kästner^) kommt 1790 wieder auf sie zurück, und Pfleiderer gibt 
einen in der „Astronomie'^ von Lalande enthaltenen Beweis des Ver- 
fahrens wieder*), wobei er noch mehrere Literaturnachweise anführt.*) 
Wings oben erwähnte Trigonometrie ist sehr vollständig und klar 
geschrieben und beruht hauptsächlich auf dem Werke von Nor wo od, 
sowie auf Charles Scarboroughs (1616 — 1696?) „A treatise upon 
trigonometry", dessen Verfasser er „peritissimum atque de scientiis 
meritissimum Analystam'^ nennt. Ahnlich wie bei Oughtred werden 
auch hier abkürzende Bezeichnungen: s. = Sinus, es. «» Co— sinus, 
t. = Tangens, ct. = Co — tangens, sec. »= Secans, csec. =« Co— secans für 
die trigonometrischen Linien gebraucht und Formeln in*Proportions- 
form geschrieben; so steht z. B. der Tangentensatz p. 22 in der Form: 

Die ähnlichen Abkürzungen: S., T., Cos., Cot. werden auch in dem 
Werke „A mathematical compendium" von dem Astronomen Jonas 
Moore (1617 — 1679), in London 1674 in 12^ erschienen, konsequent 
verwendet. Die in diesem Buche enthaltenen Tafeln der Logarithmen 
der Sinus und Tangenten sind sechsstellig und geben die Charakte- 
ristiken bereits um 10 vermehrt an, wie es heute gebräuchlich ist. 
In seinem 1681 erschienenen „New System of the Mathematics'^ gibt 
er außerdem eine Sinusversustafel und eine Tafel ihrer Logarithmen 



1) A. a. 0. p. 23. Vgl. auch Delambre H. A. mod. ü, 620, der eine 
analytische Ableitung gibt. — 2) Cantor HI, 2, 614—515, der Simpson die Er- 
findung der Methode im Abendlande zuschreibt. — 3) Pfleiderer, Ebene Trig., 
1802, p. 369. — 4) Kästner, Greometrische Abhandl., 1. Sammlung, Göttingen 
1790, 163. — 6) La Lande, 2. Ed. Paris 1771, lU, 676, 3. Ed. lU, 545. 
Pfleiderer 184. — 6)LaGaille, Lectiones elementares mathematicae in La- 
tinum traductae et ad editionem Parisianam anno 1759 denuo exactae, Vienne 
1762, 177. — Playfair, Elements of geometry etc., Edinburgh 1795, 289 und 
292; Cagnoli, Trait^ de Trigonometrie, Paris 1808 in 4^ 117 etc. 
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für alle Minuten des Quadranten auf 7 Stellen, nach De Morgan^) 
die ersten Tafeln dieser Art in England. 

Ein Schriftsteller, der sich nicht eigentlich mit Trigonometrie 
beschäftigte, aber dennoch bei gelegentlicher Verwendung trigono- 
metrischer Formeln zu einer Vervollkommnung ihrer Schreibweise 
beitrug, war der uns schon bekannte John Wallis. Im Anhange 
zu einem weiter unten zu besprechenden Traktat über die Winkel- 
schnitte') gab er nämlich eine komplette Zusammenstellung der gonio- 
metrischen Formeln, welche den Zusammenhang der trigonometrischen 
Linien darstellen, in einer abgekürzten Schreibart, die er in allen 
seinen Schriften konsequent beibehielt. Für sinus schrieb er Ä, für 
Cosinus 27, für tangens T, für cotangens r, für secans 5, für cose- 
cans tf, für sinusversus V und für sinusversus complementi v und 
konnte so die Formeln in Oestalt von Gleichungen mitteilen. So 
war z. B. nach seiner Bezeichnungs weise: 

femer sind die Fundamentalgleichungen der goniometrischen Linien: 
Tr ~ 52; = fiftf - B> = 5« - T« = <y> - T* =- S« + 2?. 

Bei diesen Formeln, die allerdings erst 1685 erschienen, aber 
nach Wallis' Angabe schon viele Jahre früher auf eine Aufforderung 
von Collins hin von ihm zusammengestellt wurden, scheint uns 
namentlich die endgültige Ersetzung der Proportionen durch 
Gleichungen bemerkenswert, ein Schritt, den selbst Oughtred noch 
nicht gethan hatte. 

Der Bezeichnungs weise von Wallis bediente sich auch ein ge- 
wisser John Caswell, über dessen Persönlichkeit uns jede nähere 
Notiz fehlt. Er schrieb eine „Trigonometria plana et sphaerica'^, 
welche dem zweiten Bande von Wallis' Werken angehängt ist und 
wenig vor 1685 verfaßt zu sein scheint. *) Diese Schrift ist nach 
mehreren Richtungen hin bemerkenswert. Einmal gestattete ihm die 
konsequente Beibehaltung von Oughtreds und Wallis' Schreibweise, 
die langatmigen Sätze durch Formeln zu ersetzen, die einen ganz 
guten Überblick bieten, und dann zeichnet sich die Abhandlung durch 
klare und übersichtliche Darstellung des Stofies, wie durch originelle 
Beweismethoden aus. Wir heben aus ihr folgendes hervor. 

1) Glaiflher a. a. 0. 117. — 2) Opera Job. Wallis, Oioniae U, 1693, 
591 — 592. — 3) Sie ist nämlich schon in der 1685 erschienenen Ausgabe von 
Wallis' Algebra abgedruckt. 
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Die ebene Trigonometrie des schiefwinkligen Dreiecks wird auf 
drei Axiome, den Sinnssatz^ den Tangentensatz und den Gosinussatz 
gegründet, welche alle drei geometrisch bewiesen werden; för den 
letzteren aber werden verschiedene Formeln angegeben nnd ans ihm 
dnrch EinfOhrung des halben an Stelle des ganzen Winkels die vier 
logarithmierbaren Formeln des sogenannten Halbwinkelsatzes, d. h. die 

c c c c 

Formeln für cos y, ^^Y' *8 Y ^^^ ®^ y rechnerisch abgeleitet. 

In der sphärischen Trigonometrie bietet ebenfalls der Gosinussatz 
mit seinen Folgerangen das Hauptinteresse, nnd zwar ist seine Ab- 
leitung eine originelle zu nennen. Gas- 
well klappt nämlich (Fig. 8) die eine 
Ebene des zum sphärischen Dreieck 
gehörigen Dreikantes MABC um 
MC um^), so daß arc. CB in die Ebene 
MCA zu liegen kommt, und macht 
arc CB = aro CB. Fällt dann der Fuß- 
punkt der von der Ecke B auf B'F ge- 
fällten Senkrechten nach /3, und jener 
der Senkrechten von B auf AC nach h 
und ist B'l ± AM, AE ± MC, ßy \\ MA, 
so folgt, wenn man die Seiten des 
Dreiecks, wie gewöhnlich, mit a, Vf c 
bezeichnet, direkt aus der Figur: 
hl ^bA — AI '^^ sinvers c — sinvers (a — &); ist ferner d der Fußpunkt 
der Senkrechten von B auf Jf«, so hat man B'F: aM ^ B'ß : ad, 
und da AAEM^A ßyB' ist, AE : AM^hl : ßB\ Durch Multipli- 
kation dieser beiden Gleichungen ergibt sich: AE > B'Fi 1 ^bl: ad. 

Beachtet man nun, daß AE^sinb, B'F^ sin a und ad « sinvers C 
ist, so erhält man die Gleichung: 

(sin a • sin 6) : 1 = [sinvers c — sinvers (a — 6)] : sinvers C. 

Diese Formel wird nun auf rechnerischem Wege in neun verschiedene 
Gestalten umgegossen, unter denen sich auch die vier Halbwinkel- 
formeln befinden, von denen wir eine mitteilen wollen, um die Schreib- 
weise erkennen zu lassen: 

8,tx S : t - B S : t - m :x S : t- ni: Bq ' Tq\ Ang. 




Es bedeutet hier B die Seite c, 



w. 



n die Schenkel a und b des 



1) Es dürfte hier zum erstenmal der Versuch gemacht sein, mit den 
Methoden der darstellenden Geometrie trigonometrische Formeln abzu- 
leiten. — 
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Winkels C, J; = ?L+|_+f i)^ Bq - Quadrat des Radius, Tq = Quadrat 

der Tangente, so daß also in unserer Schreibweise für B » 1 die 
Formel lauten würde: 

[sing . sin(g ~ c)] : [sin(f - a) • sin(J; - 6)] « 1 : tg«--- 

Bemerkenswert ist noch die Formel, welche er für den Inhalt 
des sphärischen Dreiecks angibt; er setzt nämlich den Überschuß 
der Winkelsumme des Dreiecks über 180®, also den sphärischen 
Exzeß =» E, bezeichnet die Peripherie eines größten Kreises 
der Engel mit „;r^^, den Inhalt des Dreiecks mit A und die Eugel- 
oberfläche mit G, dann hat er*) ganz richtig: 

23r A = -EG = 2BxE und A = BE, 

Eine Hauptschwierigkeit bot damals noch immer die Ableitung 
der Neperschen Analogieen, weil man sich bemühte, dieselben geo- 
metrisch zu beweisen; auch Caswell, der sich sonst gern analytischer 
Entwickelungen bedient, quält sich mit einem 
geometrischen Nachweis ab und erhält den- 
selben, indem er die stereographische und die 
orthogonale Projektion miteinander verbindet; 
daß dies keine übersichtliche Ableitung geben 
konnte, ist klar, aber dennoch muß man seine 
geometrische Geschicklichkeit bewundem. 

Am Schlüsse seiner Trigonometrie teilt 
Caswell noch einige Formeln und Sätze aus den hinterlassenen 
Papieren des Thomas Baker') (1625 — 1690) mit. Wir bemerken 
darunter die Formeln (Fig. 9.): 

sin (b + c): sin (6 - c) - ctg ^^ : tg --•-^, 
tg^-t-:tg^:=^' = tg^^tg^, 
ctg^+-^:tg^+^==tg-^:tg.^'-^^, 
tg^-t^:tg'4-^ = tg^7^tg«-^--^. 

Diese vier Propositionen werden auf analytischem Wege aus den 
bekannten Gleichungen für die beiden rechtwinkligen Dreiecke ab- 
geleitet und aus ihnen dann ebenso die Neperschen Analogieen gefunden. 

1) Hier tritt zum erstenmal eine eigene Bezeichnung für die halbe Seiten- 
summe auf. Opera J. Wallis 875, Koroll. VI. — 2) Ebenda 875. — 8) Baker 
war Pfarrer zu Bishop-Nymmet in Devonshire und ist durch eine konstruktive 
Lösung höherer Gleichungen bekannt. 
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Wir sehen aus den hier angeführten Dingen^ daB in England 
gegen Ende des 17. Jahrhunderts die trigonometrischen Kenntnisse^ 
sowie namentlich die Formelschreibnng bedeutende Fortschritte ge- 
macht hatten. 

Wenden wir di^egen unsere Blicke von den britischen Inseln 
zum Festland zurück, so erkennen wir zunächst, daB die Weiter- 
entwicklung unserer Wissenschaft in Deutschland viel langsamer von 
statten ging, als es kurz nach Erfindung der Logarithmen der Fall 
war. Johann Heinrich Altsteds*) (1588 — 1638) „Encyclopaedia" 
Ton 1630, die in pars I eine Trigonometrie enthält, verwendet wohl 
die Logarithmen, schließt sich aber in der Hauptsache noch immer 
an Pitiscus an, Jakob Hainleins (1588 — 1662)') „Synopsis mathe- 
matica", Tubingae 1653 und 1679 (3. Auflage) steht auf demselben 
Niveau und teilt die längst bekannten Sätze nur beweislos mit. Ab- 
dias Treu (Trew) (1597—1669), der 1637 Schwenter an der 
Universität Altorf nachfolgte, schrieb in seiner „Summa geometriae 
practicae" 1663, Nürnberg, 8^*) nur für Feldmesser und übertraf darin 
weder Faulhaber noch dessen Vorgänger, und Georg Friedrich 
Meyers „Doctrina triangulorum sive Trigonometria'^, Basel 1678 ist 
ebenfalls nur für Geodäten bestimmt und enthält nicht einmal Loga- 
rithmen.*) Bemerkenswert ist vielleicht nur, daß p. 138 die soge- 
nannte Hansen sehe Aufgabe, die wir zum erstenmal bei Snellius 
fanden, behandelt ist. 

Treus Nachfolger in Altorf war Johann Christoph Sturm 
(1635 — 1703), der sich hauptsächlich durch eine Übersetzung der 
Werke des Archimed verdient machte.*) Er schrieb eine „Mathesis 
enucleata" in 8®, die 1689, 1695 und noch 1711 erschien. Darin 
sind an verschiedenen Stellen die hauptsächlichsten Sätze der Trigono- 
metrie enthalten, doch auch er erreicht, was Fülle des Stoffes und 
Darstellung desselben anlangt, die englischen Mathematiker seiner 
Zeit nicht.«) 



1) Vgl. über ihn Kästner, Geschichte, III, 434 ff. und Cantor U, 2, 719. 
— 2) Kastner m, 449 ff. — 3) Das Buch enthält Bernhard Cantzlers kurzen 
und leichten Bericht vom Feldmessen mit Erweiterungen von Treu. Es wurde 
1718 wieder aufgelegt, Kästner EI, 303. — 4) Meyer hat übrigens auch ein 
„Trigohometriae theoreticae et praeticae compendium una cum tabulis", Basel 
1676 und eine „Trigonometria cum tabulis sinuum*^, ebenda 1678, geschrieben, 
welche uns aber nicht zur Verfugung standen. — 6) Cantor HI, 2, 11 — 12 und 
S. Günther, Die mathematischen und Naturwissenschaften an der nümbergischen 
Universität Altorf, Mitteilungen des Vereins für Geschichte der Stadt Nürnberg, 
3. Heft. — 6) Einen kurzen Abriß der Trigonometrie enthält auch seine „Ma- 
thesis juvenilis", Altorf 1699, 8*, t. I, 878—415. Im Anhang ein kleiner ge- 
schichtlicher Überblick über die Trigonometrie. 

▼. Braunmahl, Geschichte der Trigonometrie. U. 4 
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Viel wurde damals und noch im folgenden Jahrhundert eine 
Sammlung von Tafeln gebraucht, die Aegidius Strauch (1632 — 
1682), Professor in Wittenberg, herausgab, da sie in einem mäßigen 
Duodezband in der Tat alles Nothwendige vereinigte. Dieselbe fuhrt 
den Titel „Tabulae per imiversam mathesin summopere necessariae 
diu et vehementer desideratae". Witemb. 1662 und umschließt in der 
Einleitung eine Zusammenstellung der einfachsten trigonometrischen 
Regeln, dann eine Tafel der Sinus und Tangenten und ihrer Loga- 
rithmen für alle Winkelminuten auf 7 Stellen — die Komplementär- 
funktionen können ebenfalls direkt abgelesen werden — und außerdem 
eine Logarithmentafel der Zahlen und eine Sammlung astronomischer 
Tabellen. Fast genau ebenso eingerichtet, wie dieses Werk, ist die 
von Christian Grüneberger 1684 (und 1688) herausgegebene „Pan- 
dora mathematicarum tabularum . . . quidem partim e Nepero, Longo- 
montano, Eeplero, Regiomontano, Ricciolo aliisque collectarum, partim 
propria Minerva elaboratarum . . ." Francofurti. 8^. Auch sie enthält in 
der Einleitung eine Trigonometrie, etwas vollständiger als die Strauchs, 
und die Tafeln der Funktionen und ihrer Logarithmen auf 7 Stellen.^) 

Ähnlich wie in Deutschland standen für die Trigonometrie die 
Verhältnisse im letzten Drittel des 17. Jahrhunderts in den übrigen 
Ländern des Kontinents: man faßte die bekannten Lehren mit größerer 
oder geringerer Vollständigkeit zusammen und suchte sie einem weiteren 
Leserkreise mundgerecht zu machen; dabei fanden aber die abkürzen- 
den Bezeichnungsweisen und die Anfänge der Formelschreibung, denen 
wir in England wiederholt begegnet waren, wenig Beachtung und Ver- 
wendung. 

Ein in jener Zeit vielgelesener Autor, der sich auch mit Trigono- 
metrie beschäftigte, war der Jesuit Andreas Tacquet (1612 — 1660), 
in Antwerpen geboren und nachmals Lehrer der Mathematik an dem 
Kollegium seines Ordens zu Löwen. Li seinen gesammelten Werken, 
die 1669 erschienen*) und 1707 noch einmal aufgelegt wurden, findet 
sich als Anhang zur Astronomie eine „Trigonometria sphaerica sive 
Analysis triangulorum sphaericorum^^, und in seiner „Geometria 
practica" Kap. 11 und III eine ebene Trigonometrie mit reichhaltigen 
Anwendungen auf alle möglichen Messungen, die ßradmessung mit 
eingeschlossen. Auch die Methode des Snellius zur Berechnung 
der Dreiecke ohne Tafeln wird hier sehr übersichtlich erörtert. 



1) Außerdem veröffentlichte Grüneberger noch ein ,,Sceleton Arithmeticae 
vulgaris etc." Francf. a/0. 1688 in 8®, in welchem p. 91) die trigonometrischen 
Linien definiert werden. Daselbst finden sich neben den längst gebräuchlichen 
Namen wieder die Bezeichnungen Vietas: Prosinus und Transsinuosa erwähnt. 
— 2} Opera mathematica. 2 Voll, in 2^. 
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Tacquet kannte natürlich die Logarithmen, wenn er auch die ältere 
Methode der direkten Berechnung mit einer gewissen Vorliebe be- 
handelte. 

Ein umfassendes Sammelwerk ist des Franzosen Claudius Fran- 
ciscus Milliet Dechales (1621 — 1678) „Cursus seu mundus mathe- 
maticus*' in 3 Bänden, Lugduni 1674 in 2®; 1690 wieder aufgelegt 
und um einen Band vermehrt. Der erste Band enthält in seinem 
4. Traktat eine Trigonometrie in 6 Büchern. Da der mundus mathe- 
maticus ein viel benutztes und weit berühmtes Lehrbuch war, so 
wollen wir seinen Inhalt kurz skizzieren, obwohl uns darin kaum 
etwas Neues begegnen wird. Das erste Buch der Trigonometrie 
gibt die Definitionen der trigonometrischen Linien und setzt ihren 
Zusammenhang auseinander. Die englische Bezeichnung der Eomple- 
meniärfunktionen, wie Cosinus, Cotangens kommt dabei nicht vor, 
auch sind keine Abkürzungen zur Bezeichnung der Funktionen ein- 
geführt. Die wenigen goniometrischen Formeln, welche zur Berech- 
nung der Tafeln geometrisch abgeleitet werden, sind längst bekannt. 
Das zweite Buch handelt von den Logarithmen und ist in der 
zweiten Auflage vermehrt und verbessert. Es wird darin eine klare 
Darstellung der Entstehung der Logarithmen gegeben, indem die 
zwei Bewegungen, durch welche nach dem Vorgange Nepers die 
arithmetische Reihe der Exponenten und die geometrische der Potenz- 
werte erzeugt werden, auf zwei zu einander senkrechten Azen vor 
sich gehend gedacht, und in je zwei entsprechenden Punkten der 
Abscissen- und Ordinatenaxe die Senkrechten errichtet werden; die 
Schnittpunkte derselben liefern als Bild für den Verlauf die loga- 
rithmische Linie. Diese Darstellung findet sich aber erst in der 
zweiten Auflage von 1690 (p. 444). Übrigens rührt die Idee zu dieser 
Kurve nach Angabe Huttons bereits von Edmund Gunter her.^) 

Das dritte Buch enthält die Trigonometrie des ebenen Dreiecks, 
bei welcher nur eine etwas andere Einführung von Hilfswinkeln 
zur Berechnung der Dreieckswinkel mittelst des Tangentensatzes be- 
merkenswert ist, als wir sie bei Thomas Streete kennen lernten. 
Dechales beweist nämlich (p. 524, 2. Aufl.) zunächst den Satz, daß 
wenn igtp itgtif >== Bin ß : siny ist, die Proportion bestehen müsse: 

sin (g? + ^) : sin (g? — ^) = tg '^ t^ : tg '^ ~ ^-, dann setzt er im A ABC 

das Seitenverhältnis 6 : c = tg 9 : tg ^ = sin /} : sin y, wählt ^ <p ganz 
beliebig und bestimmt hierzu logarithmisch -^ ^, sowie 9 -f- V' ^uid 



1) Vgl. die schon oft benützte „Preface to tbe mathematical tables^* 
7on Charles Hntton LXXXIV abgedruckt in Maseres' „Scriptorea logarith- 
mici" I. 

4* 
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q) — V; der obige Satz gestattet dann ^-^- logarithmisch zn finden. 

Das yierte^ fünfte und sechste Buch sind der Behandlung der 
sphärischen Dreiecke gewidmet^ und zwar hat Dechales bei ihrer 
Herstellung sowohl Neper, wie auch ganz besonders Cavalieri aus- 
giebig benutzt, wobei uns nur das eine auffällt, daß die Neperschen 
Analogieen nicht verwendet werden; er konnte sie offenbar noch nicht 
so handhaben, daß sie ihm wirklichen Nutzen gewährten. — Die bei- 
gegebene trigonometrische Tafel gibt die Werte der Sinus, Tangenten 
und Sekanten und der Logarithmen der beiden ersten für alle Minuten 
der Winkel von 0® bis 90® auf 7 Stellen. Außerdem ist eine Tafel 
der Briggsschen Logarithmen der Zahlen von 1 bis 10000 vor- 
handen. 

Ein ähnliches Sammelwerk, wie Herigones' und Dechales' 
Werke gab Jacques Ozanam (1640 — 1717); Lehrer der Mathematik 
erst in Lyon, dann in Paiis, heraus; es war dies der 1693 erschienene 
„Cours de mathematique" Paris, 5 Voll, in 8®, welcher einem von ihm 
verfaßten „Dictionnaire mathematiques'^ ebenda 1691 in 4®, der wenig 
wert ist und namentlich für uns nichts Bemerkenswertes enthält, nach- 
folgte. Im zweiten Bande des „Cours" ist eine ausführliche, sehr ver- 
ständlich geschriebene Trigonometrie enthalten, die manches aus 
Dechales entlehnt. Ein wesentlicher Fortschritt gegenüber dem 
letzteren besteht in seiner Methode der Berechnung trigonometrischer 
Tafeln, die in einer ausgiebigen Benutzung der Newtonschen Inter- 
polationsmethode gipfelt. Wohl hatte Newton seine Ansicht, man 
könne, um eine krummlinig begrenzte Figur zu quadrieren, durch be- 
liebig viele Punkte der begrenzenden Kurve eine Hilfskurve hindurch- 
legen, schon in einem Briefe an Oldenburg vom 24. Oktober 1676 
ausgesprochen und in seinen „Prinzipien" 1687^) kurz ausgeführt; 
aber auf die Verwendbarkeit dieser Methode zur Berechnung von 
Tabellen wies er ausdrücklich erst in seiner 1711 von William Jones 
herausgebenen Methodus differentiaUs hin'), woselbst er auch seinen 
Gedanken näher entwickelte und zwar auf geometrischem Wege. Wir 
glauben daher, daß Ozanam bei der ganz algebraischen Durchbildimg 
seiner Methode mehr von Briggs' uns schon bekanntem Verfahren 
beeinflußt war, dessen sich inzwischen Gabriel Mouton (1618 — 
1694) in vereinfachter Form 1670 wieder bedient hatte. ^) Dennoch 
unterscheidet sie sich von letzterem wesentlich, indem sie die Inter- 



1) Philosophiae naturalis principia. London 1687, 4^, lib. III, Lemma Y, 
p. 481. — 2) Opera Newtoni. Ed. Horsley 1, 627. „ütiles sunt hae propositiones 
ad tabulas construendas per interpolationem serierum." — 3) Mouton hat sein 
Verfahren zuerst angewendet in ,,Obseryatione8 diametrorum solis et lunae.'^ 
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polationswerte, wie es bei Newton geschieht^ aus den Anfangsgliedem 
der Differenzreihen berechnen lehrt. Wie man ans den von Ozanam 
angegebenen Tabellen ersieht^ ist seine Methode durch die allgemeine 

Formel 

, , x(x — 1) x(x — 1) (a; — 2) , 
y^a + xh >-- 2 — - c ^ ^-^ ^ d 

darstellbar, wobei die you ihm gebrauchten Buchstaben a^b, — c und 
— d die Anfangsglieder der Reihen bis zur dritten Differenzreihe ein- 
schließlich darstellen. Zur Bestimmung dieser Größen sind die Zahlen- 
werte der für o; = 0, o; = 5, a; = 10, a; = 15 aus der obigen Formel 
resultierenden Werte von y angegeben, wodurch die Aufgabe auf die 
Losung von yier linearen Gleichungen zurückgef&hrt ist. Die Formel 
selbst gibt übrigens Ozanam nicht an. 

Außerdem bringt er im ersten Buche eine übersichtliche Zu- 
sammenfassung der für die Tafelberechnung wichtigsten goniometrischen 
Formeln; unter diesen findet sich auch jene (p. 58) flir die Tangente 
des doppelten Winkels, welche wir zuerst bei John Pell antrafen. 
Übrigens sind die angehängten 7 stelligen Tafeln direkt aus denen 
Ylacks entnommen.*) 

Die im zweiten Buche auseinandergesetzten Methoden zur Be- 
rechnung ebener Dreiecke sind die bekannten; man mag höchstens 
bemerken, daß die von Tycho Brahe und Yieta zuerst gegebene 

Formel tg C « — ^-?5_^ (i. Tl. S. 178 und 201), nachdem ßie fast 

in Yei^essenheit geraten war, wieder verwendet wird, und daß Ozanam 
den Gosinussatz der ebenen Trigonometrie in der heute gebränch- 
liehen Form ausspricht. Die Behandlung der sphärischen Trigono- 
metrie unterscheidet sich nur wenig von jener Dechales'; auch 
Ozanam hat die Neperschen Analogieen nicht und bevorzugt die 
Methode der Zerspaltung schiefwinkliger Dreiecke in zwei recht- 
winklige vor jener der direkten Berechnung. Bemerkenswert scheint 
uns die Behandlung der Aufgabe, aus den Winkeln eines sphärischen 



Lugd. 1670, 4^ nnd damit die Logarithmen der Sinns nnd Tangenten auf 
10 Dezimalen berechnet. Das diese Tafehi enthaltende Manuskript reichte er 
der Pariser Akademie ein; später (1770) benutzte Pezenas seine Zahlen, die er 
der Neuausgabe der Tafeln von Gardiner, auf 7 Stellen gekürzt, zugrunde 
leg^. Auf seine Interpolationsmethode begründete Prony die immensen Rech- 
nungen zur Herstellung der „Grandes tables de Cadastre^^ (siehe weiter unten). 
Am besten auseinandergesetzt und begründet wurde sein Verfahren von Fr^d. 
Maurice in Connaissance de temps pour 1847, herausgegeben 1844, 198—207. 
— Vgl. auch Wolf, H. A. I, 96 und Delambre, Eist, del' Astronomie mod. n, 
866 — 407, sowie dieses Werk S. 28. 
1) Glaisher a. a. 0. p. 119. 
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Dreiecks seine Seiten za finden, obwohl auch hier nur die analytische 
Art der Fassung neu ist. Von dem seit Regiomontan (I. Tl. S. 128) 
bekannten Satze ausgehend, daß in Fig. 9 auf S. 48 cos B : cos C 
= sin -^1 : sin A^ ist, folgert Ozanam die Proportion: 

(cos B + cos C) : (cos jB — cos C) = tg - : tg -^—^ — - , 

aus welcher sich -^^ — - ergibt, da femer * "t" — - = y bekannt 

ist, so sind die Winkel Ä^ und A^ bekannt und die Seiten 6 und c 
ergeben sich dann aus den rechtwinkligen Dreiecken ACD und ABB. 
Er bemerkt jedoch, daß man die Aufgabe auch mit dem Supplementar- 
dreieck auf die bereits bekannte, den Winkel aus den drei Seiten zu 
berechnen, zurückführen kann. 

Außer dem „Cours de mathematique^' hat Ozanam noch eine 
„Trigonometrie nouvelle", Paris 1697 herausgegeben, die nur für Feld- 
messer bestimmt war und keineswegs etwas Neues enthält. 

Wir können diesen Paragraphen damit schließen, daß wir auf die 
Neubehandlung jener Aufgabe hinweisen, der wir schon bei Snellius 
begegneten (I. Tl. S. 245) und die imter der Bezeichnung des „Rück- 
wärtseinschneidens'^ bekannt ist. Eine Lösung derselben wurde von 
Wilhelm Schickard 1624^), eine weitere von John Collins 1671 
mitgeteilt*), der anführt, das Problem sei von Richard Townley 
gestellt worden, also offenbar die Behandlung durch Snellius und 
Schickard nicht kennt, und das gleiche wollen wir von Laurent 
Pothenot annehmen, der der Pariser Akademie 1692 eine Lösung 
vorlegte, die aber erst 1730 gedruckt wurde. Merkwürdigerweise hat 
es von diesem Mathematiker den Namen Pothenotsche Aufgabe er- 
halten. 

§ 2. Winkelsohnitte und KreismeBBung. 

Der letzte von uns genannte Schriftsteller, welcher sich nach 
Vieta und Bürgi mit dem Teilungsproblem der trigonometrischen 
Funktionen oder, wie man damals sagte, mit den Winkelschnitten be- 
schäftige, war Briggs gewesen, ohne daß er jedoch die bereits vor- 
handenen theoretischen Kenntnisse hierüber erweiterte. Das gleiche 
gilt von dem uns schon bekannten Oughtred, welcher mit einem 
von Vietas geometrischer Methode wenig verschiedenen Verfahren 
Beziehungen zwischen der Sehne eines vielfachen Winkels und den 
Potenzen der Sehnen oder Supplementarsehnen des einfachen Winkels 

1) Cantor II, 2, 706 — 2) PhiloBophical Transactiona 1671, Nr. 69, p. 209; 
wir zitieren zukünftig P. T. — Wir bemerken, daß die Lösong von Snellius 
Ton diesen beiden nicht übertroffen wird. 
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in großer Zahl herstellte, untersucht man die yon ihm gewonnenen 
Resultate, welche er schon vor dem Jahre 1648 erhalten hatte*), 
genau, so erkennt man, daß sie sich von Vietas Sätzen nur durch 
die Schreibweise unterscheiden, in welcher sich allerdings ein Fort- 

Z 

schritt kund gibt; so schreibt er z. B., den Quotienten -^ mit "N^Z 

bezeichnend: ü*) a*^ — 4ü*aM + 3 iJ*aJ. -= J', das heißt, da mit 
J., 5, • • • 2^ die Sehnen, mit a, /J, • • • t die Supplementarsehnen des 
einfachen, doppelten • • • sechsfachen Winkels bezeichnet werden, 
sin 6« = sin a (2*^ cos^ a — 4.2» cos» a + 3-2 cos a) (für jB== 1). Ohne 
Zweifel kannte aber Oughtred Vietas Arbeiten über die Winkelschnitte, 
denn diese waren ja, wie wir uns erinnern, erst 1615 durch Anderson 
▼eröffentlicht worden und mußten daher direkt die späteren Arbeiten 
beeinflussen. Bekannter als Oughtreds Buch ist aber jedenfalls John 
Wallis' Untersuchung über die Winkelschnitte von 1685 geworden, 
da dessen Schriften damals große Verbreitung fEmden. Wallis ist 
es mehr um die Lösung der Teilungsgleichungen zu thun,*als seinem 
unmittelbaren Vorgänger, und in der Tat macht er hierbei auch 
einen bedeutenden Fortschritt, indem er nachweist, daß die Anzahl 
der Wurzeln einer solchen Gleichung mit ihrem Grade über- 
einstimmt.*) Indem er femer bis zur Siebenteilung einschließlich 
fortschreitend die den einzelnen Wurzeln entsprechenden Bögen angibt, 
scheidet er auch die Anzahl der positiven und negativen Wurzeln 
richtig von einander. Als Anwendung seiner Lehre von den Winkel- 
schnitten teilt er die Berechnung eines Kanons der Sehnen von ly zu 
\\ Grad mit') und weist darauf hin, daß zur Bildung eines solchen 
für alle Winkelminuten nur zwei Dreiteilungen und eine Fünfteilung 
nötig sind, sowie die Berechnung der Quadratwurzeln aus den Zahlen 
2, 3 und 5. Bemerkt mag noch werden, daß er den Radius gleich 1 
setzt und die Sehnen durch Wurzelgrößen ausdrückt. 

Ahnliche Tabellen waren übrigens schon früher gegeben worden; 
80 hatte schon Snellius gezeigt^), wie man die Sehnen der durch 
fortgesetzte Halbierung erhaltenen Bögen gesetzmäßig darstellen kann, 



1) J. Wallis bemerkt in seinem „Tractatns de sectionibns angularibus^S 
der zuerst 1686 englisch erschien (Opera Wallisii, Oxoniae in 2®, II, 1698, 676), 
„daß er Oughtreds Arbeiten, die erst 1677 unter dem Titel „Opuscula mathe- 
matica Hactenus inedita'^ in 8® erschienen, schon gelesen hatte, als er 1648 
seine eigenen Arbeiten über diesen Gegenstand begann. — 2) A. a. 0. p. 664 
heißt es: „Aequatio perfiinens ad huiusmodi arcus angulive Multiplicationem aut 
Sectionem, tot habebit radices (affirmativas aut negativas) quot innuit Exponens 
istius Mnltiplicationis ant Sectionis/' — 8) A. a. 0. p. 686—689. — 4) Vgl. 
Snellius, Gyclometricus. 1621: prop. I und n und Montucla, Histoire des re- 
cherches sur la quadrature du cercle. Nouv. edit. Paris 1831, in 8^, p. 67 — 68. 
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und in den hinterlassenen Papieren Descartes' (1596 — 1650) fand 
sich eine ähnliche Untersuchung ^); welche zum Zweck hatte, jene 
Winkel zu bestimmen, deren Sehnen sich geometrisch konstruieren 
lassen. Zu einem erschöpfenden Resultat war er jedoch hierbei nicht 
gelangt. 

Was das Problem der Rektifikation und der Quadratur des 
Kreises anlangt, so hatte seine Behandlung durch die Berechnung der 
Zahl % von Seiten der Niederländer Ludolph van Ceulen und 
Snellius keineswegs ihr Ende gefunden, sondern behauptete noch 
immer seine alte Anziehungskraft. Einerseits wurden, sozusagen be- 
wußterweise, geometrische Näherungskonstruktionen angegeben, anderer- 
seits suchte man die Berechnung von % zu vereinfachen, \md endlich 
gab es noch Gelehrte, welche noch immer nach einer exakten Qua- 
dratur suchten. Ohne uns auf Einzelnheiten naher einlassen zu kounen, 
wollen wir die hauptsächlichsten Arbeiten, die die Frage nach diesen 
drei Richtungen behandelten, anführen. 

Eine sehr elegante geometrische Näherungskonstruktion gab der 
Jesuit Adam Adamandus Kochansky (1631 — 1700), Mathematiker 
des Königs von Polen, in den Acta Eruditonim 1685 (394 — 398).*) 
Näherungsweise Kreisteilungen, die auch hier einschlägig sind, 
wurden nach Albrecht Dürer und Clavius schon 1628 von An- 
toine de Ville und von Abraham Bosse 1665, der die des erstem 
verbesserte, gegebeu; Carlo Renaldini (1615 — 1698) gab dieselbe 
Methode in seinem 1650 herausgegebenen „Opus mathematicum^ 
wieder.^) Eine Rektifikation der Kreislinie hat auch Bartholomäus 
Sourvey (um 1577 — 1629), ein Schweizer, versucht*), indem er ähn- 
liche Kurven, wie die Quadratrix des Dinostratus anwandte; viel 
scheint aber dabei nicht herausgekommen zu sein. 

Weit wichtiger, wenigstens von theoretischem Standpunkte aus, 
als diese Versuche angenäherter Konstruktionen waren die Bestrebungen, 
die Methoden zur Berechnung von % zu verbessern, wie sie an Snel- 
lius' Arbeiten anknüpfend von Christian Huygens und James 
Gregory ausgingen. Huygens (1629 — 1695) schrieb bereits mit 
22 Jahren „Theoremata de quadratura hyperboles, ellipsis et circuli, 
ex dato portionum gravitatis centro" Lug. Bat. 1651 in 4®*) und ver- 
öffentlichte 1654 ebenda seine berühmte Arbeit „De circuli magnitu- 
dine inventa", in 4^.*) In der ersten dieser Abhandlungen fand er 

1) Descartes, Oeuvres, Ed. ConBin t. 11. — 2) Gantor teilt dieselbe 
mit in, 2, 28. — S) Vgl, über diese Notizen Cantor m, 2, 23—24. — 4) Cnrvi ac 
recti proportio a Barth. Sovero Friburgensi. Patavii 1680, 4®. Kästner, Ge- 
schichte m, 62 — 66. — 6) Christiani Hngenii a Ztdichem Opera varia. Lugd. 
Bat. 1724, 4^ I, 316 flf. — 6) Ebenda. 361 ff. Deutsch von F. Rudio in „Archi- 
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bereits auf eine sehr sinnreiclie Weise aus dem Schwerpunkte eines 
Kreisabschnittes noch nähere Grenzen für den Umfang des Kreises 
als Snellius. In der zweiten aber bewies er die von Snellius ge- 
gebenen Sätze (L TL, S. 243 — 244) und verbesserte dessen Methode 
noch wesentlich, indem er durch scharfsinnige geometrische Betrach- 
tungen folgende zwei Grenzen für den Bogen (p eines Segmentes be- 
stimmte: 

<p > crd qp + f (crd (p — sintp) 
und 

^^ or'A ^J^ 4 crd qp + Bin 9 crd y — s in qp i) 
9 < crd ip + 2 crd qr+ 3 sin^ T" ' ^ 

Setzt man zur Prüfung dieser Formeln für 9, crd <p und sin (p die 
Reihen ein, so findet man, daß die zweite Grenze dem Bogen sehr 
nahe kommt, indem sie erst im vierten Gliede der Reihe för 9 von 
denselben um g^^ crd' q) abweicht.') Übrigens gibt Huygens im XX 
Satz (p. 384) statt der unteren Grenze noch eine nähere an, die er 
aus den beiden eben angeführten ableitet.') Sie stimmt mit der Reihe 
für 9> in den drei ersten und fast noch im vierten Gliede überein. 
Außerdem hat Huygens in derselben Schrift auch eine Arcufica- 
tion der Geraden vorgenommen, wobei er auf den Ausdruck 

9) = I (8 crd -y — crd 9) geführt wurde.*) Newton wies dann später, 

nachdem die Reihen erfanden waren nach, daß diese Formel eine 
Annäherung bis auf 5*® Potenzen (excl.) der Reihe für crd 9 gibt.*) 
Das Verhältnis des Umfangs zum Durchmesser hat Huygens aus 

diesen Formeln abgeleitet, indem er 9> = ^ setzte, wodurch er 



medes, Huygens, Lambert, Legendre. Vier Abhandlungen über die Kreismessung.^^ 
Leipzig 1892, 8«. 

1) Diese Formeln geben den Wortlaut des Theor. XVI, Prop. XIX, p. 882 
a. a. 0. genau wieder. Vgl. auch Probl. IV, p. 384. — 2) Klügel, Mathe- 
matisches Wörterbuch, Leipzig 1808. I, 668 — 654; wir zitieren künftig nur Klügel. 
jQ crd* q) — sin' q> ^^ y. g (^'^ 9 — sin 9)' 



- 3) Dieselbe gibt y > \Q "*" y — y wo i; = , ^ , , , . 

^ ^ ^-^8 ^ ' 92crd9-f3smg> 

-f 2 crd 9 + 8 sin 9) ist. — 4) A. a. 0. Prop. XII. Probl. m, p. 370. — ö) Com- 
mercium epistolicum Johannis Collins et aliorum de Analysi promota. Edit. 
J. B. Biot und F. Lefort, Paris 1856, Nr. L. 110. Opera Newtoni. Ed. Hors- 
ley. I, 323. Brief Newtons an Leibniz vom 13. Juni 1676. Daselbst teilte 

Newton noch die Näherungsformel qp = sin qp - . - ^ — mit, von welcher 

» ^ ^ 9 + 6 cos qp ' 

E. Lampe (Mathesis 2, S. VII, 9—10, 1897) nachwies, daß sie qp bis zu Winkeln 

von 46* höchstens mit einem Fehler von 19 J" gibt. — 1824 hat der im Text 

angeftihrten Gleichung von Huygens W. Voll (wie es scheint ohne Kenntnis 

Ton Newtons Arbeit) noch ein Glied beigefügt: „Versuch, die Länge eines 

Kreisbogens ohne Hilfe einer Sinus- oder Sehnentafel zu bestimmen", Berlin 1824. 
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3,1415926558 > ä > 3,1415926533 fand; während man also^) bei der 
Benützung des 96-Eck8 durch die Methode des Snellius nur die 
6 ersten Dezimalen bekommt, erhielt Huygens yom 60-Eck aus- 
gehend bereits 9 Dezimalen richtig. 

Von einer andern Seite wandte sich James Gregory (1638 — 
1675), dem wir noch wiederholt begegnen werden, dem Problem der 
Ereisquadratur in seiner Abhandlung „Vera circuli et hyperbolae 
quadratura'', 1667 zu. Er machte nämlich zum erstenmal den Ver- 
such, die Unmöglichkeit der Kreisquadratur zu beweisen.') 
Daß ihm dies mit seinen Mitteln nicht gelingen konnte ist selbst- 
verständlich, aber dennoch finden sich in dieser Arbeit so überraschend 
neue Gedanken über die Transszendenz eines doppelten konvergenten 
Prozesses, den er zur Darstellung der Kreisfläche ersann, daß sie 
selbst von Huygens, der übrigens eine exakte Quadratur auch nicht 
für möglich hielt, nicht verstanden wurden; dieser veröffentlichte daher 
eine Gegenschrift, worin er Gregorys Verfahren als unrichtig nach- 
zuweisen suchte, worauf eine abermalige Entgegnung des letzteren 
erfolgte. Der ganze Streit, welcher zu keiner Einigung führte, ist in 
Huygens Varia opera H abgedruckt 

Aber im Gegensatze hierzu gab es in jener Zeit immer noch 
Gelehrte, welche eine exakte Lösung des Problemes anstrebten. Ab- 
gesehen von den Schriften des Belgiers Jean Storms .(Sturmius) 
(1559 — 1650)'), des Dänen Longomontanus*) und des Engländers 
John Pell^), der letzteren angriff, erschien 1647 das voluminöse*) 
und auch in anderer Richtung wirklich bedeutende Werk*) des Gre- 
gorius von Sanct Vincent (1584—1667), eines belgischen Jesuiten 
und Schülers des Clav ins. In diesem Werk gab er vier verschiedene 
Verfahrungsarten an, um die Quadratur des Kreises nach seiner An- 
sicht exakt zu erhalten. An das Erscheinen dieses Buches knüpfte 
sich ein lebhafter Streit, in den die bedeutendsten Männer jener Zeit 
eingriffen, während sich Gregorius selbst nie an ihm beteiligte. Wir 
gehen auf den Kampf, als dem Ziele unserer Schrift zu ferne liegend, 
nicht näher ein und verweisen zur näheren Orientierung hierüber auf 



1) Siehe I. Tl., S. 244. — 2) Vgl. hierüber die Arbeit Gregorys selbst 
a.a.O. p. 412 ff., sowie die Darstellung der Hanptgedanken Gregorys bei 
G. Heinrich, Bibliotheca mathem. n, 1901, 77—86. — 8) De accnrata circuli 
dimensione et quadratura, cum sylvula epigrammatum, aenigmatum etc. Löwen 
1638, in 4^ Vgl. Quetelet, Hist. des sc. math. chez les Beiges, p. 189. — 
4) 1688 und 1644. Kästner, Geschichte m, 68, Cantor U, 2, 712. — 6) Gon- 
troversy with Longomontanus conceming the quadrature of the circle, 1646 und 
lateinisch 1647. — 6) Opus geometricum quadraturae circuli et sectionum coni, 
1647, 2». 
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Cantors Darstellung 11; 2^ 713 — 716. Desgleichen können wir auch 
die Darstellungen der Zahl ä, wie sie von Wallis*) und Lord 
Brouncker (1620—1684)*) gegeben wurden, nur vorübergehend er- 
wähnen. Der erstere fand durch ein eigentümliches Interpolations- 
verfahren (von Wallis rührt auch das Wort Interpolation her) für 

4 

— , wofür er G schreibt, die bekannte Formel:*) 

^ 3- 8. 6-6. 7. 7-9. 9 11 11-. 



" 2 . 4 • 4 • 6 • 6 • 8 . 8 . 10 . 10 . 12 • . . 

Als er dann die Methode dem Lord Brouncker mitteilte, brachte 
dieser das Produkt auf die Form des Eettenbruches: 

2 + 26 _ 
2 +"49 

2+~-. 

Da er aber keine Ableitung desselben beifügte, gab Wallis eine 
solche*), die jedoch so kompliziert ist, daß sie kaum den Überlegungen 
entsprechen dürfte, durch die Brouncker auf seine Darstellung ge- 
führt wurde. 

Wir sind durch unsere letzten Betrachtungen auf Reihen gefUhrt 
worden, und in der Tat stand die damalige Zeit, wenn man sich so 
ausdrücken darf, im Zeichen der unendlichen Reihen. Da dieselben 
namentlich auf die Entwickelung der Zyklometrie einen wesentlichen 
Einfluß ausübten, so müssen wir auf ihre Erfindung, soweit es sich 
um trigonometrische und zyklometrische Reihen handelt, in einem 
eigenen Paragraphen naher eingehen. 



§ 3. Erfindung und erste Verwertung der trigonometrisohen Beihen. 

Wie wir schon im vorigen Paragraphen sahen, hatte sich der 
englische Gelehrte James Gregory^) eines konvergenten unendlichen 
Prozesses bedient, um die Unmöglichkeit der Kreisquadratur nachzu- 
weisen, und wie schon 100 Jahre früher Vieta, so hatte um dieselbe 

1) Arithmetica infinitorum 1666. Opera J. Wallis. I, 467. Prep. CXCI 
imd wieder ü, 356. ~ 2) Mitgeteilt von Wallis, ebenda. Lord Brouncker 
war Kanzler tind Großaiegelbewahrer König Karls II. und der erste Präsident der 
Royal Society, mn deren Begründung er sich sehr verdient machte. — 8) Eine 
sehr übersichtliche. Darstellung von Wallis' Methode hat Beiff gegeben: Ge- 
schichte der unendlichen Reihen, Tübingen 1889, 8^ 8—13. — 4) Wallis, 
Opera I, 469 ff. — 6) Gregory ist 1688 zu Aberdeen geboren und starb 1676, 
nachdem er zuerst zu St. Andrews, dann zu Edinburg Professor der Mathe- 
matik gewesen. 
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Zeit auch Wallis eine konvergente Faktorenreihe zur Berechnung 
der Zahl % angegeben. Das Problem der Kreisquadratur gab also 
den ersten Anstoß zur Bildung solcher unendlicher Prozesse, und ähn- 
lich bot auch die Quadratur von Flächenraumen, welche Ton anderen 
krummlinigen Kurven begrenzt werden, die Veranlassung zur ersten 
Erfindung der unendlichen Potenzreihen. Nicolaus Mercator^) 
(Kaufmann), ein Deutscher, der 1620 in Holstein geboren wurde, 
aber den größten Teil seiner Lebenszeit in England zubrachte, wo er 
1687 starb, suchte, nachdem schon Brouncker die gleichseitige 
Hyperbel quadriert hatte*), in seiner „Logarithmotechnia'' 1668*) nach 

einem Ausdruck für die von der Hyperbel y = , , einer Asymptote 

und zwei Ordinaten eingeschlossene Fläche und gewann denselben, 

indem er auf den Gedanken kam, den Quotienten 7- r~~ durch Divi- 

sion^) in eine Reihe zu entwickeln und das Integral der einzelnen 
Glieder derselben nach einer der damals bereits bekannten Methoden 
auszuwerten. Von Gregorius a St. Vincentio und anderen war 
gezeigt worden, daß die Flächenräume zwischen der Hyperbel und 
einer ihrer Asymptoten durch Logarithmen ausgedrückt werden 
können , so daß damit unmittelbar die Entivickelung log (1 + ^) 

= fl? — 2'~'"T — r + '''' gewonnen war. 

Doch wenn auch die mathematische Welt durch Mercators 
Publikation mit dem enorm wichtigen Gedanken, der in der Bildung 
der Potenzreihen liegt, tatsächlich zuerst bekannt gemacht wurde, 
weshalb man ihm mit Recht die Erfindung der Potenzreihen zuschreibt, 
so hatte doch Isaak Newton diesen Gedanken schon mehrere Jahre 
früher gefaßt, ja sogar wesentlich weiter gefördert. Newton ward 1643 
in Woolsthorpe in England geboren als ein ebenso schwächliches Kind 
wie der große Kepler, erreichte aber dennoch ein Alter von mehr 
als 84 Jahren, indem er 1727 starb. Von 1660 ab studierte er in 
Cambridge, woselbst der uns schon bekannte Isaac Barrow (1630 — 
1677) auf seine mathematische Bildung einen großen Einfluß aus- 
übte. Ihm folgte er 1669 im Lehramte zu Cambridge nach, wurde 
aber schon 1696 mit der Stellung eines Aufsehers der Münze betraut^ 
wodurch seine Tätigkeit für die exakten Wissenschaften ein Ende 



1) Mercator ist auch Verfasser einer Trigonometria sphaericomm loga- 
rithmica. Dantisci 1661 in 8^, die nns aber nicht näher bekannt ist. — 2) The 
Sqnaring of the Hjperbola bey an infinite series of rational Nnmbers. P. T. 
18. April 1662. — 3) Abgedrackt bei Maseres, Scriptores logarithmici. 1, 167 ff. 
— 4) Solche Divisionen hatte allerdings Wallis schon früher ausgeführt, die 
Erfindung lag also sozusagen in der Luft. 
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fand. Alle seine hervorragenden Erfolge, seine unvergleichlichen Enir 
decknngen fallen daher in die Zeit von 1666 bis 1696. 

Aus einem Briefe Newtons an Heinrich Oldenburg (um 
1615 — 1677), der damals Sekretär der Royal Society vrar, vom 
24. Oktober 1676^) wissen wir nur, daß er sich schon vor 1666, in 
welchem Jahre er vor der Pest fliehend Cambridge verließ, mit un- 
endlichen Reihen beschäftigte und damals bereits im Besitze der 
Binomialreihe war. Die in seinem Charakter begründete Scheu, seine 
Entdeckxmgen kund zu geben, scheint ihn jedoch an einer Yeröffent- 
lichimg gehindert zu haben und erst 1669 legte er die später, teil- 
weise 1704, ganz erst 1711 unter dem Titel ,J)e analysi per aequa- 
tiones numero terminoruminfinitas^' veröffentlichte Abhandlung Barr ow 
vor, der sie im Juli desselben Jahres an John Collins (1625 — 1683) 
sandte, damit sie dieser dem Präsidenten der Royal Society Lord 
Brouncker mitteilen möge.*) Merkwürdigerweise hat keiner der 
beiden einflußreichen Männer auch nur einen Finger gerührt, die 
Epoche machende Arbeit den P. T. einzuverleiben, vielleicht da sie 
die Tragweite der Schrift unterschätzten. 

Diese wichtige Abhandlung^ enthält nun die erstmalige 
Entwickelung der trigonometrischen und zyklometrischen 
Reihen, auf die Newton durch die Behandlung der Probleme der 
Quadratur und der Rektifikation 
verschiedener Kurven geführt ward. 
Seine Methode zur Auffindung der 
Quadraturen besteht einfach darin; 
den Ausdruck für die Ordinate y 
der Kurve in Funktion von x m ^ A KB C 

Flg. 10. 

eine unendliche Reihe zu entwickebi 

und diese dann gliederweise zu integrieren. So erhält er fär die 

Kreisfläche*), indem er j = )/a^ — a?* schreibt und ]/a* — a:* = a — 

^ — ^ — j^ — j^^T etc. bildet, durch Integration die Fläche 
CBDL (Fig. 10) = arr - -f- - ^'~, - ,fj-, ~ -^, etc. Die Rekti- 

fikation des Kreises*) aber wird auf folgende Weise vollzogen. Sei 
AE^ 1, -40 = 1, HGBK ein unendlich kleines Rechteck (rectan- 




1) Dieser Brief, der zur Mitteilung an Leibniz bestimmt war, findet sich 
an mehreren Stellen abgedruckt, so bei Wallis, Opera m, 684 ff. und im 
Commercium epistolicum J. Collins etc. Londini 1722, No. LV— LXV und Aus- 
gabe von Biot und Lefort 1856, 125. — 2) Commercium epist. Ed. Biot. 
53—54. — 3) Dieselbe steht in Newtons Werken, Edit. Horsley I, 267 ff. und 
in der von Collins gleich nach ihrer Mitteilung genommenen Abschrift im Com- 
mercium No. U — Xn. — 4) Commercium No. V. — 5) Ebenda No. X. 

f 
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gulum indefinite paryum)^ dann ist BK oder GH das Moment der 
Basis AB = x und HD das Moment des Bogens ABy und es besteht 
die Proportion BK (= HG) : HB ^ BT : BT ^ BD (= Y^T^^) 

: DC (= I) = 1 : — —z=^— • Also ist HD, das Moment des Bogens 

2 yx — x* 



ADy^ — r-^=:_ =»^^ ^ (=^- in unserer Schreibweise, wenn z 



1 y^^Ä* ^ dxr 

2Va; ^^ic* 

den Bogen AD bezeichnet). Hieraus folgt durch Entwickelui^ in 
eine Reihe und Integration: 

= arc. AD = a;« + | a;» + ;J a;« + j^ as* + jg^ a:* + gg^ ^^ «*«• 

Setzen wir, wie jetzt gebrauchlich, a? == - — cos jer *= sinvers ^— ö, 
so haben wir die Reihe: 

I) »«»i^^e" (^ + 1) =^*|l + i^ + iV*+ n2^+ 1^2^+ 26^6^ •••] • 

Indem Newton weiter BC^x und den Radius CA^ 1 setzt, er- 
hält er f&r arc LD = aresin x die Relhenentwickelung: 

n) iro=arc8ma; = x + ia^ + ^a5» + j^a;' + jg2^ + 2ll6^" **<^ 

Um hieraus die Reihe für sin x zu finden, kehrt er die obige 
Reihe um, indem er, wenn z. B. e bis zur 9. Potenz gewünscht wird, 
die Glieder vom elften Grade an vernachlässigt und dann aus der 
Gleichung 

iii2«' + n2^' + Ä^ + ?^ + *-^ = o, 

wie er sich ausdrückt, die Wurzel zieht ^). So erhält er: 

ni) a= = Binxr = ^-i^ + ji^^-^«^ + 5j^Ä»etc. 

Die Cosinusreihe gewinnt er hieraus, indem er 

IV) T/r^^"^=cos.= l-l.« + ^^-4^ + j^^-3^.«etc 

bildet. Überdies gibt er das Gesetz der Koeffizienten dieser sämt- 
lichen Reihen, welches unschwer zu erkennen war, im 8. Kapitel 
eigens an. Newtons Methode ist nach zwei Seiten hin von Be- 
deutung: einmal erkennt man, daß ihm die Reihenentwicklung der 
Funktionen nicht Selbstzweck, sondern nur ein Mittel war, um Inte- 
grationen ausführen zu können, und dann tritt hier zum erstenmal 
die deutliche Erkenntnis des Zusammenhanges von Differentialquotient 

1) Wie dies zu geschehen hat, gibt er im Vorhergehenden an. 
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und Integral anf, wenn er auch die später von ihm eingeführte Be- 
zeichnung Fluxion und Fluente noch nicht gebraucht. 

Collins, statt Newtons bahnbrechende Abhandlung zur Ver- 
öffentlichung zu bringen^ teilte James Gregory, der sich, wie wir 
wissen, lebhaft mit der Kreisquadratur beschäftigte, zu Beginn des 
Jahres 1670 jene Reihe mit, die Newton fQr das Kreissegment er- 
halten hatte (S. 61). öregory bemühte sich lange vergeblich, die- 
selbe abzuleiten, und als ihm dies endlich gelang, fand er auch die 
Reihe fOr aresin Xj die er Collins in einem Briefe vom 19. Dezember 
desselben Jahres mitteilte*) und in einem weiteren Briefe vom 24. 
desselben Monates') die Reihen für siujer und cos£r beifügte. Als ihn 
hierauf Collins noch mit einigen anderen Reihen aus Newtons 
Abhandlung bekannt gemacht hatte, sandte er diesem am 15. Februar 
1671 wiederum mehrere Reihen*), die er inzwischen mit seiner Methode, 
welche er jedoch nirgends auseinandersetzte^), erhalten hatte. Ist r 
der Radius, a der Bogen, t die Tangente und s die Sekante (also Be- 
zeichnungen, wie sie ähnlich schon Wallis imd andere benützt hatten), 
so lauten diese: 

^^^ ^ ~ ^ "*" 3r* "^ Ibr* "^ 315r« "^ 283öV» "' ' 

Vn^ o _ ^ . ?[! ^ öa* 61a« ma« 

vii; ij - 7- -r 2^ 1- 5j4r» ^ 720f* ^ 8064 r^ ^ 

Damit waren also die Reihen für arctg, t^ und sec gefunden: 
Indem er femer t = log tg x (Tangens arteficialis), s = log sec x setzte 
und den ganzen Quadranten mit q und 2a — q mit e bezeichnete, er- 
gaben, sich ihm noch die Reihen: 

^^^^ ^ r "^ 12r» "^ 46r* "^ 2620r' "^ 28360r» "^ ' 

^^) ^ ^ i- 6^* + 24r* "^ 6040r« "^ 72676r* "• ' 



1) Commercium epiat. No. XVÜI. — 2) Ebenda No. XIX. — 3) Ebenda 
No. XX. — 4) Sein Neffe David Gregory (1661—1708) gab in seiner Exer- 
citatio geometrica de dimensione figurarum, Edinbourg 1684 in 4^ 89 — 40 eine 
Ableitung der arctg-Reihe, wie sie wahrscheinlich James Gregory, in dessen 
Nachlasse sich nichts darüber vorfand, vollzogen habe. Die Methode ist aber 
im Wesentlichen dieselbe wie die Newtons, und letzterer sagt auch in einem 
für Leibniz bestimmten Briefe vom 24. Okt. 1676: „Sub eo tempore Jac. Gre- 
gorius, ex unica quadam serie e meis, quam D. Gollinius ad eum transmiserat, 
post moltam considerationem (ut ad Collinium rescripsit) pervenit ad eandem 
Methodum . . .^^ Commercium epist.LYII. Desgleichen Collins in dem Briefe vom 
21. Februar 1701 an Bert et in Paris: „D. Jac. Gregorius apud Scotos nuperrime 
incidit in eandem Methodum.^' Ebenda XXII. 
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denen er außerdem die durch Umkehr aus denselben erhaltenen 
Beihen für den Bogen in Funktion von log sec, resp. log tg beifugte. 

Nachdem hiermit die wichtigsten trigonometrischen und zyklo- 
metrischen Reihen gefunden waren, trat ein anderer Kämpe auf, dessen 
Tätigkeit allerdings für unsere Wissenschaffc weniger Yon Bedeutung 
ist, als für die aus derselben Zeit datierende Erfindung des Differential- 
kalküls: wir meinen Gottfried Wilhelm Leibniz, den großen Gegner 
Newtons.^) 1646 geboren, bezog er bereits 1661 die Leipziger 
Universität, 1667 kam er in Beziehung zu dem ehemaligen kur- 
mainzischen Minister Joh. Christ, von Boineburg, durch den er 
mit Oldenburg bekannt wurde, welcher 1673 seine Ernennung zum 
Mitglied der Royal Society vermittelte. 1672 und 73 war er zeit- 
weise in Paris, wo er den Kreis berühmter, damals dort anwesender 
Gelehrter, darunter auch Huygens, kennen lernte und immer tiefer 
in mathematische Spekulationen eindrang. Auch in London und in 
den Niederlanden hielt er sich vorübergehend auf und ließ sich 1676 
in Hannover nieder. Daselbst starb er am 14. November 1716. 

Für uns sind seine Versuche, den Kreisumfang durch eine Reihe 
darzustellen von Interesse. Anknüpfend an die Kettenbruchentwicke- 
lung Brounckers und die Produktformel von Wallis suchte er 
nämlich zunächst nach einer ähnlichen Darstellung der Kreisfläche, 
wie sie Mercator für die Hyperbelfläche erhalten hatte, und fand 
hierbei (jedenfalls vor Oktober 1674^) die nach ihm benannte Reihe 

-^ =1~T + "5~Y + "' Er l^i®l* dieselbe für neu, da ihm Olden- 
burg erst am 12. April 1675 Gregorys Arcustangensreihe mitteilte, 
machte aber Oldenburg erst am 27. August 1676 mit ihr bekannt') 
und übergab sie 1682 in den Acta Eruditorum (p. 41flf.) der Öflfent- 
lichkeit, ohne jedoch jemals seine Ableitung anzugeben. Dieselbe 
fand sich erst in seinem Nachlasse und wurde von Gerhardt publiziert*). 
Die Reihen für Cosinus und Sinus, deren letztere ihm Olden- 
burg ebenfalls in dem erwähnten Briefe vom 12. April 1675 über- 
mittelt hatte, leitete Leibniz in einer 1693 in den Acta Erud. ge- 
druckten Abhandlung ab.^) Die hier erwähnte neue Methode ist die 



1) Das Folgende ist Cantor III, 2, 29—38 entnommen. — 2) In einem Briefe 
vom 26. Okt. 1674 an Oldenburg schrieb er: „ . . . inveni seriem Numerorum 
valde simplicem, cnjaB smnma exacte aequatur Circumferentiae Circuli; posito 
Diametrum esae unitatem." Leibniz^ Schriften v. C. J. Gerhardt, 1. Abtl. B I, 
1849, 8®, 66. Die Abhandlung über seine Reihe hatte er auch Huygens zu- 
geschickt. Vgl. ebenda B II, 16. — 3) Ebenda I, 117. — 4) A. a. 0. V, 106 ff. 
— 6) Die Sinus- und Cosinusreihe hatte er Oldenburg mit kurzer Skizzierung 
seiner Methode in dem erwähnten Briefe von 1676 bereits übermittelt, Ger- 
hardt I, 118. 



Die Trigonometrie bis zum Beginne des 18. Jahrhunderts. 65 

der nnbestimmten Koeffizienten; welche er^ wie aus der eben an- 
geführten Handschrift hervorzugehen scheint, schon seit 1676 zum 
Zwecke der Beihenentwickelung yerwendete. 

Übrigens hatte Leibniz die genannten Reihen schon zwei Jahre 
früher in der unter dem Titel ^^Quadratura arithmetica communis 
Sectionum Conicarum, quae centrum habent etc/' in den Acta Erud. 
erschienenen Abhandlung ohne Beweis yeröffentlicht und gab in der- 
selben außerdem noch Reihen für log -j^, log (1 + cosa:), log (1 — cosrc), 



log(l — cos'o?) und log")/l — cos^a; = log sin o; in Funktion von cosa; 
an, die nachmals Jacob Bernoulli samtlich in seinem vierten Auf- 
satze über unendliche Reihen (1698, Opera J. Bemoullii p. 853) mittelst 
Differentialrechnung bewies. 

Nachdem Newton von der Leibnizschen Reihe Kenntnis er- 
halten hatte, kam er in jenem schon erwähnten Briefe vom 24. Oktober 
1676 an Oldenburg auf dieselbe zu sprechen und bemerkte, daß, 
wenn man mit ihr n auf 20 Dezimalen erhalten wollte, nicht weniger 
als 5000000000 Glieder zusammengerechnet werden müßten, wozu 
etwa 1000 Jahre notig wären, während bei Anwendung der Arcussinus- 
Reihe hierzu 55 — 60 Terme ausreichten, wenn man aresin 45^ nähme; 
noch schneller aber komme man mit aresin 30^ oder aresin 60^ zum 
Ziele. Auf diese Weise bestimmte Newton yt auf 14 Dezimalen 
richtig (p. 137). Außerdem zeigte er in demselben Briefe*), wie man 
mit Hilfe seiner Reihen die Herstellung der Sinustafeln vereinfachen 
kann, indem er zunächst an einer Figur nachwies, wie sich die Sinus 
und Cosinus vielfacher Winkel oder der Summen a + /5, a + 2^ . . . 
a + nß successive berechnen lassen, so daß alles von der Bestimmung 
der Grundfonktionen eines einzigen Winkels abhängt. Ist dieser 

Wihkel a;® und 90^ : a:» - n, (y)^=' 2,4694 . . ., so setze man z - {j^ 
= - — r~~; ^^^Bjm geben drei oder vier Glieder der Cosinus-Reihe den 

cos ofi. So, sagt er, könne man zuerst einen Winkel von 5^ annehmen 
und dann die Tafel von fünf zu fünf Grad berechnen; auf dieselbe Weise 
ließen sich hernach die Funktionswerte der einzelnen oder der halben 
Grade interpolieren und nach Berechnung von zwei Dritteln der Tafel 
erhalte man das letzte Drittel durch bloße Additionen und Sub- 
trakionen. Zur Berechnung der Zehntel- und Hundertstel-Grade aber 
müsse man sich einer anderen Methode bedienen. Die hier angeführte 
Stelle ist deshalb von Wichtigkeit, weil sie die erste ist, an welcher 



1) Briefwechsel Ed. Gerhardt I, 1, 140—141. Commercium LXII, Ed. 
Biot-Lefort 189--140. 

T. Braunmtthl, Oeiohlohte der Trigonometrie. II. 5 
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die Herstellung einer trigonometrisehen Tafel mit Hufe der Reihen 
gelehrt wird.^) 

Wir erwähnten oben, daß Jakob Bernoulli (1654—1705), Pro- 
fessor in Basel, einige Ton Leibniz zuerst aufgestellte Reihen ab- 
leitete, indem er sich der Differentialrechnung bediente. Es war 
dies der ältere der beiden Brüder, die sich um die Ausbildung der 
neuerfandenen Rechnungsart so hohe Verdienste erworben haben, 
und zugleich der älteste jener berühmten Mathematikerfamilie, deren 
Arbeiten teils den Übergang yon den Entdeckungen Leibniz' und 
Newtons zu den unsterblichen Schöpfungen Eulers bildeten, teils die 
erstem mit Glück fortsetzten. Außer Bernoullis grundlegenden 

Arbeiten in der Reihenlehre ist 
für uns eine Anwendung des In- 
finitesimalkalküls bemerkens- 
wert, durch welche er den 
Inhalt eines sphärischen Drei- 
ecks darzustellen suchte.*) Mit 
Erläuterung derselben wollen 
wir dieses Kapitel schließen. 
Sei ABC ein bei G recht- 
winkliges sphärisches Dreieck 
(Fig. 11), D der Pol von 
ÄC, I der Kugelmittelpunkt, 
lA, IC und IF Radien = r; 
femer seien AF, DF, DC, 
DO Quadranten größter Kreise 
und CH und Oö die Sinus 
der Bögen AC und AO, Ist endlich OC ein unendlich kleiner 
Teil des Bogens -4 (7 und ig FF ^tg^ BAC^t, IH^b, OH^dg, 
so ergeben sich folgende Beziehungen: HC{= Yr^— z^) : IC = HG 




OG, oder 00 = 



rdz 



yfn:z' 



, weiter ist IF (= sinAF): HC (= sin A C) 



1) Es wären noch verschiedene Bemerkungen Newtons, die sich auf tri- 
gonometrische Reihen beziehen, anzufahren. Da dies jedoch der Platz nicht 
erlaubt, so erwähnen wir nur noch seine Lösung der Aufgabe „die Tangente 
zu finden, die einem Bogen möglichst nahe kommt'^ (Comm. ep. L. Ed. Biot- 
Lefort 110 — 111, 13. Juni 1676), die eine von Huygens in seiner Ereisquadratur 
gegebene Lösung an Genauigkeit übertrifft. Auch möge hier erwähnt werden, 
daß Newton sich schon in den Principien (1, Sectio 6, Lemma 28) mit der 
Frage nach der Möglichkeit der Ereisquadratur beschäftigt imd daselbst einen 
ungenügenden, später von D^Alembert (Opuscula lY, 66) und Buffini (siehe 
weiter unten) angegriffenen Beweis für die Unmöglichkeit der Lösung gibt. — 
2) Acta Erud. 1691, 287—288. 
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^tgEFitgCB-, d. h. r:y?^^^^t:t', <' = *J^^ ^* = tg BC, 
und da femer sec BC : tg BC = r : sin BC, so hat man sin BG 
und das Flacliendifferential ist dann OG • sin BC 



yt«(r» — ö' + r*' 

r ^tdz 

= ^-jrr-%zi~irrjr^* y w^^j^^ integrale =» area Trianguli ÄBG^^. Dieser 

Integralansdruck wird nun durch ein ebenes Flächenstück dargestellt. 



^^VA"_+. 



Aus I wird nämlich mit Radius IM = - - - ein Halbkreis be- 
schrieben und die Kurve PQB so konstruiert, daß ihre Ordinate HQ 
die dritte Proportionale zu HN und dem Radius der Kugel ist^ dann 
stellt AHQR die Oberflache des sphärischen Dreiecks dar. 

Wir haben die Ableitung Bernoullis skizziert, eiomal da uns 
die Art und Weise, wie er das Integral geometrisch ausführt^ von 
historischem Interesse zu sein scheint, und dann auch, weil hier 
zum erstenmal die höhere Rechnung auf ein trigonometri- 
sches Problem angewendet wird. 

Außerdem müssen wir aber noch hervorheben, daß sich Ber- 
nouUi in seinen Formeln der Schreibweise sin., tang. und sec. durch- 
weg bedient und zwar derart, daß er das Argument, z. B. AC^ dem 
Zeichen nachsetzt, also ungefähr wie wir, sin • -4 C schreibt; während also 
die übrigen Analysten, wie Wallis, Gregory, ja selbst Newton und 
Leibniz nur einzelne Ruchstaben als abkürzende Bezeichnungen 
trigonometrischer Linien gebrauchten, wendet Jakob Bernoulli die 
Silben sin., tang. und sec. bereits als Funktionszeichen auf ver- 
änderliche Bögen (wie AG) an, wenn er sich auch des Wortes 
„Funktion" hier noch nicht bedient; dasselbe tritt wohl erst ein 
Jahr später (1692) auf ^), aber auch da noch nicht für die trigono- 
metrischen Linien. 

Wenden wir bei dem Abschluß dieses Kapitels den Blick noch 
einmal auf den durchmessenen Weg zurück, so sehen wir zunächst, 
daß in der zweiten Hälfte des 17. Jahrhunderts die Logarithmen fast 
ausschließlich bei trigonometrischen Rechnungen benutzt wurden, und 
daß sich, wenn auch nur ganz allmählich, das Bedürfnis, die lang- 
atmigen Regeln durch eine Formelsprache zu ersetzen oder doch 
wenigstens abkürzende Bezeichnungen für die trigonometrischen Linien 
einzuführen, geltend machte. Die Einwirkung der Fermat-Descartes- 
Bchen Geometrie zeigte sich in der Konstruktion der Sinus-, Tangenten- 
und Sekantenkurven, und der Vorzug analytischer Umformungen vor 
rein geometrischen Betrachtungen trat namentlich in den Beweisen 

1) Vgl. hierüber M. Cantor ÜI, 2, 215 und hierzu Eneström in Bibl. 
math. 1901, 160. 

6* 
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der Nep ersehen Analogieen zutage. Wie in jener Zeit die wesent- 
lichsten Fortschritte in der reinen Trigonometrie Ton den Engländern 
gemacht wurden, so kommt auf ihre Rechnung auch die erfolgreiche 
Weiterförderung der Kenntnisse Ton den Winkelschnitten und den 
Teilungsgleichungen, während die Probleme der naherungs weisen 
Rektifikation und Quadratur des Kreises, die schon ein Jahrhundert 
früher die Niederländer besonders beschäftigt hatten, durch Huygens 
ihre größte mit den alten Mitteln erreichbare Vollendung erhielten. 
Neue Gesichtspunkte, namentlich fQr die Geometrie eröfi&iete 
endlich die Erfindung der unendlichen Reihen und die großartige 
Schöpfung des Infinitesimalkalküls, insofern durch ihn die Reihen- 
entwickelungen gefordert wurden, und unzählige neue Probleme in 
Angriff genommen werden konnten, die selbst wieder in der Folge 
zur Bereicherung der Goniometrie beitragen sollten. 



3. Kapitel. 

Die Entwicklung der Trigonometrie im 18. Jahrhundert bis zum 

Auftreten L. Eulers. 

% 1. Die ersten allgemeinen Formeln anr Bestümnung der trigono- 
metrischen Funktionen -vielfacher WinkeL 

Wie wir wissen hatten sich schon Vieta, Bürgi, Oughtred 
und Wallis mit der Bildung der trigonometrischen Funktionen viel- 
facher Winkel aus denen des einfachen Winkels mit Glück befaßt 
und die Bildungsgesetze der Zahlenkoeffizienten mit Hilfe der figu- 
rierten Zahlen nachgewiesen, aber allgemeine Formeln fär sinn^ 
und cos nx aufzustellen lag ihnen noch fem; der Gedanke an solche 
Darstellungen trat vielmehr erst auf, als die unendlichen Reihen ent- 
standen. Und in der Tat finden wir die erste Formel dieser Gattung 
in jenem ersten Briefe vom 13. Juni 1676, den Newton durch 
Oldenburg an Leibniz richtete.^) Darin fahrt er als Beispiel seiner 
allgemeinen Methode der Reihenumkehr die Aufgabe an, die Sehne 
eines Bogens zu bestimmen, der sich zu einem Bogen, dessen Sehne 
bekannt ist, wie n : 1 verhält. Ist x die Sehne des gegebenen Bogens 
und d der Durchmesser, so lautet die Lösung dieser Aufgabe, deren 
Ableitung er nicht mitteilt: die Sehne des gesuchten Bogens =» 

' 2 X 3dd ' 4 X 6dd ' 6x7dd ' 8 • 9drf ' 

1) Commercium epistol. Ed. Biot 106. 
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wobei nach einer damals yiel gebranchten Schreibweise die großen 
Buchstaben das jedesmal vorhergehende Glied bedeuten. Setzen wir 
d^2y X ^ 8inq> und f&hren für A^ B , . . ihre Bedeutungen ein^ so 
erhalten wir die uns wohlbekannte Reihe ^): 

Sin ny = n sm 9 + ^^ — ^^ sm' (p + ^^ '■— — sm** g) + • • 

Die fehlende Ableitung hat De Moiyre in einer kleinen Ab- 
handlung in den P. T. 1698, No. 240, 190—193 nachgeliefert, indem 
er zunächst allgemein die Aufgabe löste, aus der Gleichung: ae + bg^ 

+ cjs^ -] ^ 9y + Äy* + iy* + • • • jer zu bestimmen. Zu diesem Zwecke 

setzte er jer = Äy + By* + Cy^ + • • • und bestimmte durch Einftthrung 
dieses Wertes in die obige Gleichung die Koeffizienten A, B etc., 
deren rekurrentes Bildungsgesetz er genau angab. Indem er dann im 
speziellen in die Gleichung aresin jSf » n aresin y die bekannte Arcussinus- 
Beihe einf&hrte, erhielt er Newtons angeführte Entwicklung. So- 
wohl Newton als De Moiyre fügten dieser Reihe die Bemerkung 
bei, daß sie nur für ein ungerades ganzzahliges n eine endliche 
Beihe wird, nahmen also offenbar ihre Gültigkeit für ein beliebiges n 
beweislos an. 

Die Reihe Newtons, sowie Moiyres Beweis scheinen wenig 
beachtet worden zu sein (auch die Historiker haben sie bisher ganz 
übersehen), denn im Jahre 1700 machte Johann Bernoulli auf die 
Notwendigkeit ähnlicher Entwicklungen für beliebiges n bei der Qtiadra- 
tur Yon Segmenten der Zykloide aufmerksam') und kündigte an, daß 
er eine solche Formel gefunden habe. Nachdem sich dann sein 
Bruder Jakob im Dezember desselben Jahres dabin ausgesprochen 
hatte "), daß die Aufgabe der Winkelteilung nur dann algebraisch sei, 
wenn sie in ganzzahligen Verhältnissen ausgefUhrt werde, dagegen 
transzendent, wenn man eine unbestimmte Teilung in ganz beliebigem 
Verhältnis verlange, veröffentlichte Johann im Aprilheft 1701 der 
Acta Erudit die bereits erwähnte Reihe in folgender Form.*) Ist a 
die Sehne eines gegebenen Bogens, der Ereisradius ^ 1 und b =» 1/4 — a^ 
die Supplementarsehne, und bedeuten x und y die entsprechenden 
Sehnen des n-fachen Bogens, so ist: 

und wenn man a mit x, b mit y und umgekehrt vertauscht, so er- 

1) Für spezielle Werte von n steht sie bei Vieta Opera 299. — 2) Acta 
Erud., Juni 1700, 268. Opera Job. BernouUii I, 881—382. — 3) Ebenda, 1700, 
561. Opera Jak. BernouUii EL, 892. — 4) Acta Erud., 1701, 170 ff. Opera 
886—892. 
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halt man die Formel fiir die n-Teilung. Führt man statt der Seimen 

den Sinus ein, so lautet die Formel: 

sin nx =- sinx 

. |2"-icos-^a; - ^ 2»-» cos"-» x + ^"^ "" f .^^ "^ ^^ 2^-' cos""^ a: ) 

Vergleichen wir dieselbe mit einer von Vieta gegebenen (Opera 
Edit. Schooten^ 2^'^)^ so erkennen wir^ daß sie keineswegs neu war, 
wie Bernoulli behauptete, sondern der Fortschritt nur in der all- 
gemeinen Aufstellung derselben lag.^) Dasselbe gilt auch yon den 
beiden Reihen: 

sin na; = nsina; cos^'^a; — (^\ sin'a;cos"~^a; + (Z) sin^iccos^'^a: — • • •, 
cos nx = cos"a; — (Z) sin^rc cos^'^a: + ( ** j sin*a: cos'*~*a; , 

welche er noch anführt, und die wir für ein ganzzahliges n, wenn 
auch nicht in allgemeiner Form, ebenfalls bereits bei Vieta fanden 
(Tl. I, S. 165). Einen Beweis für diese Formel hat Johann Ber- 
noulli nicht mitgeteilt*), ein solcher wurde von Jakob Hermann 
in den Acta Erud. von 1703 gegeben und zwar, indem Hermann 
genau wie Vieta verfahrend die Formeln bis w = 9 an der Figur 
entwickelte und dann auf ein beliebiges n schloß. 

Hermann war ein Schüler Jakob Bernoullis, der daher den 
Inhalt seiner Arbeiten über diesen Gegenstand schon vor der Ver- 
öffentlichung kannte. Da er aber bei seinen eigenen Untersuchungen 
einen ganz anderen Weg als Hermann beschritten hatte, so ver- 
öffentlichte er dieselben im Jahre 1702 in den Memoires der Pariser 
Akademie.') Die daselbst mitgeteilten allgemeinen Formeln lauten: 

„ ^^ n(n'^l) , n(n'>^l)(n'-9) , n(n'-l)(n«~9)(n«~25) , 
^""^^ 46 ^"^" 4.6.810 ^ 4 . 6 • 8 . 10 • 12 . 14 ^^'"f 

, _ ^ n« , n'(n* — 4) . n'(n« — 4) (n*— 16) , ^v 

^-^-T^ "^ 46.8 ^ 4. 6. 8. 10. 12 ^ -^•" J^ 

wobei X die Sehne des einfachen Bogens, a die des n-fachen und b 
die Supplementarsehne bedeuten. In der ersten Formel erkennen 
wir die bereits von Newton gegebene. Auch sie wurden geometrisch 
abgeleitet, indem man zunächst durch fortgesetzte Verdoppelung die 



1) Bernoalli glaubte übrigens diese Formeln für ein beliebiges ganz- 
zahliges, gebrochenes und irrationales n gebrauchen zu dürfen: um die Kon- 
vergenz der entstehenden Reihen kümmerte er sich nicht. — 2) Er bemerkt 
allerdings, daß er einen solchen für die erste Formel dem Marquis deTHospital 
brieflich mitgeteilt habe. — 3) Brief vom 13. Juli 1702 a. a. 0. 281—288. — 
4) Für spezielle Werte von n steht diese Formel wie die vorhergehenden bei 
Vieta, Opera 299. 
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Quadrate der Sehne (a^) und der Snpplementarseline (b*) eines geraden 
Vielfachen des Bogens herstellte, und dann wurde mittelst der Methode 
der unbestimmten Koeffizienten die Wurzel gezogen. Das Bildungs- 
gesetz der Koeffizienten, welche in a^ und b* auftraten, wurde wie 
früher aus der Betrachtung der figurierten Zahlen geschlossen, wobei 
sich diese Formeln zugleich fOr ein beliebiges ganzzahliges n verall- 
gemeinem ließen. Aus seinen allgemeinen Formeln ergaben sich dann 
leicht die Oosinusreihe und die Reihe für den Sinusrersus, bezüglich 
deren er auf Leibniz verweist, dessen einschlägige Abhandlung wir 
S. 65 anführten. 

Durch die Arbeiten der beiden Bernoulli neu angeregt kam 
die Frage nach der Multiplikation und der Teilung der trigono- 
metrischen Funktionen nicht sofort wieder zur Ruhe. Zunächst unter- 
suchte Thomas Fantet de Lagny (1660— 1734)^) dieselbe Frage 
für die Tangenten und Sekanten imd zwar überhaupt zum ersten- 
mal, wobei er behauptete^), daß die Eigenschaften dieser Linien 
wesentlich einfacher seien, als die des Sinus und Cosinus und sich 
unmittelbar aus dem rechtwinkligen Dreieck ergeben, ohne daß man 
sie wie jene, mit dem Kreis in Beziehung zu setzen brauche, um 
aus b ^tgx und dem Radius a die Tangente des Winkels nx zu 
bilden, gibt er nun folgende Regel: 1) Entwickle (a + 6)" -=»*• + 

(i) ^''"^ 6 + • • •; 2) Nimm als Nenner eines Bruches das erste, dritte, 
fünfte Glied etc. und als Zähler das zweite, vierte, sechste etc. dieser 
Entwicklung multipliziert mit a, und gib 3) den Gliedern im Zähler 
und Nenner abwechsehid die Zeichen -f und — , dann stellt dieser 
Bruch die Tangente von nx dar. 

um femer sec nx aus sqg x ^ c zu bilden, bediene dich desselben 
Nenners wie bei tgnx und als Zähler nimm (f, wenn n ungerade 
ist, und a(^, wenn n gerade ist. Nach 
dieser Regel wird also z. B. tg 5 a; = 

a»- I0a>6« + bah* ^^ *®^ ^ ^ ~ 

a^^loJl + laV*- ^'^ Ableitung wird 

durch Induktion gemacht, indem zunächst 

^ ABC = a; (in Fig. 12) verdoppelt, dann 

verdreifitcht etc. wird, ist dann JBC = a = Radius, J.C = &, so ist 

b'^igXy DC =* tg 2Xy EC = tg ix etc., und diese lassen sich leicht 

1) Lagny war zn Lyon geboren, wurde 1695 Mitglied der Pariaer Aka- 
demie, 1697 Professor der Hydrographie zu Kochefort, dann Direktor der Bank 
in Paris und zuletzt Eonserrator der k. Bibliothek. — 2) Histoire et Mämoires 
de Paris 1705, 26. August, p. 256. 
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successive aus a und b ausdrücken. Ebenso findet Lagny die Regel 
für die Sekanten AB = c = sec x, BD = sec 2a;, BE « sec dx etc. 

Eine wichtige Folgerung, die wir nicht übergehen dürfen, zieht 
Lagny aus seinen Formeln. Zunächst gibt er an, daß &Lr nx = 9(fi 
tg wo? = oo ist, also der Nenner in den Ausdrücken verschwindet, 
wodurch man die Teilungsgleichungen for die Tangente erhalt, z. B. 
für 5a; = 9(y>, «^ - 10a»&« + 5a6* = 0, 6 = tg -^ = tg !»>. Wird 
aber nx > 90**, und liegt dieser Bogen im 2. Quadranten, so ist der 
Zähler +, der Nenner — , also die Tangente negativ, liegt er im 
3. Quadranten, so sind Zähler und Nenner — , also die Tangente positiv 
und für den 4. Quadranten ist der Zähler — , der Nenner +, also 
die Tangente wieder negativ, „et au dessus de quatre droits cela re- 
commence dans le möme ordre ä Finfini". Er hat hier (a. a. 0. p. 263) 
zum erstenmal die Zeichen der Tangente für Winkel ver- 
schiedener Quadranten richtig bestimmt und auch die Perio- 
dizität der Funktion erkannt. 

Während Lagny das allgemeine Gesetz zur Bildung von tg no; 
und sec nx nur in Worten darstellte, gab ein Jahr später Jakob 
Hermann*) die allgemeinen Formeln für ein beliebiges ganzes oder 
gebrochenes n an, indem er sich zunächst die Addition stheoreme 
in der Form: tg (a + /J) : tg a -f tg /J = r* : r' — tg a tg /3 und sec (a + ß) 
: r = sec a sec/J : r* — tg a tg/S geometrisch verschaffte, eine Form, die 
wir an keiner früheren Stelle finden konnten*), und diese dann wieder- 
holt anwendend auf die allgemeine Formel schloß. Weiter ging 
Johann Bernoulli, indem er 1712'*) statt der bloß induktiven Ab- 
leitung eine rechnerische für jene Formeln gab. Schon 1702*) hatte 
er nämlich den Zusammenhang zwischen den Arcusfunktionen 
und dem Logarithmus einer imaginären Zahl entdeckt, indem 

er das Differential ,, ^ , de durch die Substitution e =» ^ T'. ! i in 

0* + z' * + 1 

1) Acta Erud. 1706, 266—263. Er sagt hier, in der Hist. de TAcad. von 
1703 sei p. 64 bemerkt, Lagny habe die allgemeinsten Formeln för Tangente 
und Sekante gefunden, da sie jedoch weder dort noch in den M^moires des- 
selben Jahres angeführt seien, so teile er die seinigen mit. Die Arbeit Lagnys 
von 1705 scheint ihm also nicht bekannt gewesen zu sein. — 2) Montucla, 
Histoire des mathem., Paris an X, DI, 277 bemerkt unrichtigerweise, Fr. Christian 
Maier sei der erste gewesen, der (1727) die Additionstheoreme der trigono- 
metrischen Funktionen aufstellt, und an ihn schließt sich H. Bosmans in 
Anm. 10 zu seinem „Le Trait^ des Sinus de Michiel Coignet", (Bruxelles 1731) 
im allgemeinen an. — 3) Acta Erud., Juni 1712, 274—277, Opera I, 611—614. 
Er führt hier Lagnys Kegel zuerst in Worten an, ohne jedoch ihn nach Her- 
mann zu nennen und teilt dann die Formel mit. — 4) Mdmoires de TAcad^mie 
de Paris 1702, veröffentlicht 1704, 289—297, Opera I, 393—400. Vgl. auch 
P. Stäckel, BibL math. 1900, 110—111. 
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die Form — -r^p dt (i «» Y— 1) überzuführen lehrte, und nun ver- 
wendete er diesen ^^ogarithme imaginaire'' zur Aufstellung der Formel 
für tg nx. Ist nämlich tg a; — £r, ignx ^y, so besteht die Differen- 

,.,,., „. dg n- du j nde ndz dy dy 
tialgleicshunff 2tn -, -p -^2% -,—, -t oder - . — — p-. « — ^-. f . , 

und durch Integration ergibt sich {z — i)" (y + t) = (^er + *)*• (y — i). 
Führt man die Potenzen und Produkte auf beiden Seiten aus, so hebt 
sich das Imaginäre weg und man erhält durch Auflösung nach y die 
gesuchte Formel für y = tg nx. 

Merkwürdig ist übrigens, daß weder Lagny, noch Hermann, 
noch auch Bernoulli bemerkten, daß sich ihre mühsam gesuchten 
Formeln direkt hätten hinschreiben lassen, wenn sie die ihnen ge- 
läufigen Entwicklungen für sin no; und cos nx in Funktion yon sin x 
und cos x (siehe S. 69) zum Quotienten formieH und dann Zähler 
und Nenner mit cos^'o; dividiert hätten. Erwähnen wir noch, daß 
sowohl Hermann als auch Bernoulli die Gültigkeit der Formeln 
für beliebiges n hervorheben, allerdings ohne diese Behauptung irgend- 
wie zu begründen! 

Übrigens kam Bernoulli später^) noch einmal auf die Ent- 
wicklung von tg nx zurück, indem er einen allgemeinen Beweis mit 
Vermeidung des Imaginären anstrebte, dabei aber genau Hermanns 
Gedankengang einschlug, den er nur näher ausführte. Er entwickelte 
nämlich zunächst geometrisch tg (et -f /J + y + • • •) in der Form: 

{A-C + E-G + J ):(1-JB+D-F + JT ), wobei 

A die Summe der Kombinationen zur ersten Klasse aller Tan- 
genten (tg a, tg /J, tg y • • •), B die zur 2. Klasse, C die zur 
3. Klasse u. s. w. bedeuten, ohne jedoch den Induktionsschluß zu be- 
gründen (also das Additionstheorem in der allgemeinsten Gestalt), und 
setzte dann a=» ß = y - ", n an der Zahl, woraus jene Formel un- 
mittelbar folgte. Noch weniger begründet aber wurde der Übergang 
von einem ganzzahligen zu einem beliebigen n.^) 

Durch die Arbeit Lagny s, welcher seine Regel für ignx direkt 
aus dem rechtwinkligen Dreieck geschöpft hatte, wurde Christian 



1) Acta Emd. 1722, 361, Opera IE, 626. — 2) Am Schlasse dieser Ab- 
handlung gibt er an, daß er erst nach Abfassung derselben entdeckt habe, dafi 
das Problem schon 1706 in den Acta Erud. gelöst worden sei, hebt aber 
gleichzeitig die Bedeutung seines allgemeinen Additionstheorems 
für die Tangente, als dort noch nicht gegeben, ganz gebührend hervor. 
Recht glaubwürdig klingt die Behauptung gerade nicht, wenn man bedenkt, 
daß Joh. Bernoulli jeden Jahrgang der Acta Erud. sicher kannte, da diese 
damals das Hauptorgan in Deutschland waren. 



74 3. Kapitel. 

Wolf angeregt^ die entsprechende Formel für sinnx auf demselben 
Wege, also ohne den Ptolemäischen Satz vom Sehnenviereck aufzu- 
stellen, was ihm auch ohne besondere Schwierigkeit in einer kleinen 
Abhandlung in den Acta Erud. 1707 (p. 313 flF.) gelang. Eine ähn- 
liche Ableitung gab dann 1709 auch der Graf F. E. Herberstein^), 
sowohl für sin nx als fQr tg nx, ohne daß dadurch etwas besonders 
Neues geleistet worden wäre. Endlich gab De la Hire in den Pa- 
riser Memoiren 1710 eine neue geometrische Ableitung des Additions- 
theorems für die Sehnen zweier Winkel und zeigte, „wie man analytisch 
durch fortgesetzte Anwendung desselben die Dreiteilung, Fünfbeilung 
u. s. w. erhalten könne.'' Dabei gab er die geometrische Lösung der 
Dreiteilung mittelst der gleichseitigen Hyperbel und der Fünfteilung 
mittelst einer Kurve dritter Ordnung. 

Auf Johann Bernoullis Methode, mit dem imaginären Loga- 
rithmus tg nx zu bestimmen, kam sehr viel später, nämlich 1738, der 
Engländer John Machin (f 1751), Professor der Astronomie am 
Gresham Colledge und Sekretär der Royal Society, wieder zurück*), 
indem er die Entwicklung, die er vor vielen Jahren gefunden haben 

will, in der Formel angab: r= -'n — L • Q, dabei war 

*• + ^i + ^ — "^l 
(>*== — r*, T* = — ^* gesetzt, t^tgx und T=tgnx und r bedeutete 
den Radius. Li unserer Schreibweise lautet die Formel für r «= 1 

. (1 + » tg Xf - (1 — i tg XT . cv 

* (i + itgxr + {i^iig xf ^ 

Man erkennt, daB kein Unterschied mit Bernoullis Formel besteht, 
die der Verfasser jedoch ignoriert; er bemerkt nur, die Entwicklung 
sei schon bekannt. Ähnlich stellt er dann auch die Reihen für 
sin nx und cos nx dar, wodurch er auf die von Jakob Bernoalli 
gegebenen Formeln kommt, die übrigens in der Zwischenzeit (1726) 
noch einmal von F. C. Mai er*), dem wir noch öfter begegnen wer- 
den, aus dem Additionstheorem für sino; und coso; rechnerisch 
entwickelt worden waren. 



1) Acta Erud. 1709. — 2) F. T. 1738 Nr. 447, p. 207 ff. — 3) Im Zahler 
sollten hier Minuend und Subtrahend vertauscht sein, damit tg no; positiv wird. 
In gewissem Sinne steht diese Gleichung mit dem Satze von Moivre im Zu- 
sammenhang, auf den wir im nächsten Paragraphen zu sprechen kommen. — 
4) Commentarii Academ. Petropolitanae p. 63 ff. 
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§ 2. Die Sätse von De Moivre und Ootes. Differentialtiigono- 
metrie des letsteren. 

Abraham De Moivre (1667 — 1754) war in Vitry in der Cham- 
pagne geboren, kam in jungen Jahren nach England, lebte daselbst 
später in London, wo er sich hauptsächlich durch Stundengeben er- 
nährte, und wurde 1697 Mitglied der Royal Society. Seine Arbeiten 
schlössen sich so enge an Newton an, daß man ihn wohl einen 
Schüler desselben nennen kann. 

Wir sahen schon, daß er sich 1698 mit dem Multiplikations- 
und Teilungsproblem beschäftigte, und dieser Richtung gehören 
noch mehrere Arbeiten an, in welchen er jenen Satz niederlegte, der 
später seinen Namen erhielt.^) Zunächst veröffentlichte er 1707 in 
den P. T.*) eine kurze Notiz, in der er „eine gemischte Gattung von 
Gleichungen" löste, „deren Wurzeln sich nach Art der Cardanschen 
Formel darstellen lassen". Die beiden Gleichungen waren in folgen- 
der Form enthalten, je nachdem man die oberen oder unteren Zeichen 
nahm: 

(n«-l)(n'~9)(n'~25)n , _ 

± 7j y i- a 

n ist hierbei eine ganze ungerade Zahl. In der zweiten Gleichung 
erkennen wir sofort die von ihm 1698 behandelte Newtonsche Ent- 
wicklung fiir a = sin ny, y =» sin 9. Die Wurzeln dieser beiden 
Gleichungen gab er ohne Ableitung in der Form an: 



und 



y 



= I )/« -f y^^^ + i Va - YaT^^ . 



Seine späteren Arbeiten zeigen, daß er aus der angenommenen Form 
der Wurzeln durch Wegschaffen der Irrationalitäten die Gleichungen 
gewonnen hatte. 

Als spezielles Beispiel für die zweite Gleichung, die also für 
a<l die »-Teilungsgleichimg der Funktion Sinus ist, nahm er 
a = g und n = 5 an, wodurch die Gleichung in öy — 20y' + 16y* == fj 
übergeht, die die Wurzel 



1) Eine nähere AaBfQhrang über die Entdeckungsgeschichte des Moivreschen 
Theorems habe ich in der Bibliotheca math. II, 1901, p. 97—102 veröffentlicht. 
— 2) Nr. 809, p. 2368—2371. 
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6/ — i, 

2^ ~" 8 ^ 64 ' r 4096 « 8 '^ 64 K 4096 

hat. Diese gibt^ ,,da man die fünften Wurzeln ausziehen kann'^, 

y = i (i + i j/=^) + t(t - t1/= 1'5) = T- ,.Wenn man aber^^ so 
fährt Moivre fort, ^^die Wurzel nicht direkt ziehen kann^ oder dies 
doch schwieriger scheint, so kann man es durch die gewöhnlichen 
Sinustafeln folgendermaßen bewerkstelligen: Es ist a =» ^ = 0,95312 
= sin W 23' und der 5*« Teil dieses Winkels ist 14® 28', dessen 
Sinus 0,24981 oder naherungsweise ^ \ ist. Gerade so verfährt man 
bei Gleichungen höheren Grades.'^ Durch dieses Beispiel gibt Moiyre 
doch wohl zu erkennen, daß er damals schon im Besitze seines Satzes 
war, indem die obige Gleichung für a = sin ng>, y = sin g> in die 
Gestalt: 



y ^ \ l/sin ng) + i cos ntp + \ )/sin nq> — i cos nfp = sin fp 

übergeht. Diese Schreibweise findet sich allerdings bei ihm nicht, 
aber auch in den „Miscellanea analytica'' von 1730, die man bisher 
immer als die Quelle des Moiyreschen Satzes angeführt hat, ist 
dies nicht der Fall, sondern es heißt daselbst^) fast genau so wie in 
dem ersten Aufsatze: wenn l und x die Cosinus zweier mit dem Halb- 
messer 1 beschriebener Bögen A und B sind und A=^nB ist, so ist 



x =» I Ki + yv — 1 -{- jYl — yi^ —\y oder in unserer Schreibweise: 

cos B = I (cos nB + i sin nJB)" + \ (cos nB — f sin nJ5)*. Der Unter- 
schied besteht nur darin, daß hier der Zusammenhang mit der 
Winkelteilung direkt ausgesprochen wird, während er im ersten 
Aufsatze absichtlich verschleiert und nur durch das Beispiel verraten 
ist.^) Übrigens hat De Moivre vor den Miscellanea analytica noch 
eine zweite Notiz 1722 veröffentlicht^), in der er auf einem etwas 
anderen Wege dasselbe Theorem entwickelte. 

Acht Jahre nach der Veröffentlichung der Miscellanea kam er 
dann noch einmal auf sein Theorem zu sprechen^), indem es ihm in- 
zwischen gelungen war, nicht nur wie früher die Summe zweier n**' 
Wurzeln aus gewissen komplexen Zahlen in reelle Form zu bringen, 

sondern Ya + iYb direkt auszuziehen. Indem er die Rechnung 

1) Vgl. Cantor m, 2, 646. — 2) P. T. Nr. 374, p. 228—230. — 3) Naob dem 
p. 14 in den Miscellanea Mitgeteilten scheint er zn diesen Betrachtangen durch 
den Vergleich von Hyperbelsektoren gekommen zu sein. Vgl. hierüber S. Günther, 
Die Lehre von den Hyperbelfunktionen 1881, p. 13 — 14. — 4) De Reductione 
Radicalium ad simpliciores terminos, seu de extrahenda radice quacunqne data 
ex Binomio a + Y+b, vel a + y^^b . Epistola ad W. Jones. P. T. XL, 
1788, Nr. 461, p. 468—478. 
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ztmachst fürra » 3 durchffllirte und dann auf ihre Gültigkeit für einen 
allgemeinen Wert von n schloß ^ stellte er folgende Vorschrift zur 
Berechnung dieser Wurzel auf:^) ^^ieselbe sei gleich x + iYyy setzt 
man dann Va* + & = m und — ^^- « p^), denkt sich einen Kjreis 
mit dem Radius ]/m beschrieben^ nimmt auf ihm den Bogen Ä, dessen 
Cosinus — ist^ schreibt C für den ganzen Ereisumfang und bildet 

die Wmkel — , , — - --, , — - etc. n an der Zahl, 

so sind die Cosinus dieser Bögen für denselben Radius ebenso 
viele Werte von x, während y ^ m — x^ ist. Hierbei ist zu be- 
achten, daß die Cosinus der Winkel, welche < 90® sind, positiv, 
diejenigen der Winkel > 90® negativ zu nehmen sind." Außerdem 
gibt er noch die Anzahl der positiven und negativen Wurzeln für ein 
gerades und ein ungerades n richtig an. 

Dadurch erst war der Satz in der allgemeinsten Weise aufgestellt, 
und nur die Herstellung einer allgemeinen Endformel, wie sie nach- 
mab Euler gab, ist zu vermissen, während die UnvoUständigkeit des 
Beweises in den geringen Anforderungen an Strenge, die man in 
jener Zeit überhaupt stellte, begründet lag. 

In enger Beziehung zu dem Satze von Moivre steht, oder kann 
wenigstens in solche gebracht werden, das sogenannte Theorem von 
Cot es, welches die bekannte Zerlegung des Binoms a^ ± b^, wo A 
eine positive ganze Zahl ist, in Faktoren darstellt. Der Engländer 
Roger Cotes (1682 — 1716) gehörte zu den begabtesten Mathema- 
tikern jener Zeit, und Newton, mit dem er viel korrespondierte, 
hielt große Stücke auf ihn. Cotes' Schriften, die er, zu früh dem 
Leben entrissen, nur teilweise vollendet zurückließ, wurden von seinem 
Freunde und Nachfolger auf dem von Thomas Plume gegründeten 
Lehrstuhle der Astronomie, Robert Smith, unter dem Titel „Har- 
monia mensurarum" 1722 in 4® herausgegeben. Unter den hinter- 
lassenen Papieren fand sich auch das erwähnte Theorem^) in geome- 
trischer Gestalt, aber ohne Beweis angeführt. Noch im selben Jahre 
(1722) gab Pemberton einen jedoch sehr komplizierten Beweis des- 
selben*), dann erbrachte Moivre von den rekurrenten Reihen ausgehend 
einen solchen und endlich bewies den Satz Johann Bernoulli^), 

1) A. a. 0. p. 476. — 2) Hier muß = p stehen! — 3) Harmonia 

mensuramm p. 113 — 114. — 4) In ,,EpiBtola ad amicum de Cotesii inventis^' 
1722, 4^ p. 13 — 28. — 5) Dieser übrigens noch recht umständliche Beweis 
findet sich in Opera. FV, p. 67—76. Auch noch eine andere Abhandlung Ber- 
no Ullis (Ebenda p. 58 — 67) beschäftigt sich mit der Zerspaltnng von 1 ± o;" in 
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indem er sich auf seine 1701 gefundene Reihe für Bin n(p stützte 
(siehe S. 69); keiner aber fand den innigen Zusammenhang des Theo- 
rems mit der trigonometrischen Auflösung von af ± 1 •= 0, welcher 
durch den Satz von Moirre hergestellt wird, obwohl Bernoullis 
Lösung sehr nahe daran streifte. 

Um später nicht mehr darauf zurückkommen zu müssen, wollen 
wir gleich hier Cotes' übrige Verdienste um die Trigonometrie be- 
sprechen. Zunächst kannte er, wie Moivre, die Periodizität der 
trigonometrischen Funktionen sehr wohl, denn er zeichnete die 
sich periodisch wiederholende Tangenten- und Sekantenkurve für zwei 
Kreisumläufe des Argumentes richtig;*) femer gab er einen „Mo- 

dulus Ganonis Trigonometrici^^ an^) und verstand darunter die Zahl 

1 ftno 

i^ « 57«, 2957795130 57« 17' 44", deren reziproker Wert 

180 "" 0,0174532925 • • • ebenfalls richtig angeführt wird. Die Be- 
zeichnung „Modulus^^ für diese Zahlen, die zur BfCduktion von Längen- 
in Gh-admaß und umgekehrt dienen, hat sich bis auf unsere Zeit 
erhalten.*) Endlich stellte Cotes die Regeln für die Differen- 
tiation trigonometrischer Funktionen wenigstens erstmalig 
zusammen in seiner hinterlassenen „Aestimatio errorum in mixta 
mathesi per variationes partium trianguli plani et sphaerici'^, indem 
er damit eine Fehlerschätzung bei astronomischen und geodätischen 
Aufgaben verband. Er schuf also hier die Grundlagen einer 
Differentialtrigonometrie, die in der Praxis von großer Wichtig- 
keit wurde.*) 

Zunächst stellt er in drei Lemmen die Sätze — ^ — = cos x. 

dx ' 

- ^— = sec* X und ^^ ^ = tg o; sec x geometrisch auf*) und leitet 

dann 28 Theoreme fiir die ebenen und sphärischen Dreiecke ab, 
indem er immer zwei von drei unabhängigen Dreiecksstücken als 



Faktoren. S. Elügel hat in seiner „Analytischen Trigonometrie^^ Braonschweig 
1770, 8^ 96 — 106 den Beweis Bernoullis zugleich erweitert und vereinfacht; 
auch bemerkt er in seinem Mathematischen Wörterbuch I, 664, daß DeMoiyrein 
den Miscellanea analytica den Satz auf die Zerlegung von r^" — 2r'*a'* cos a + a*" 
ausdehnte. 

1) In den der Harmonia mensurarum angehängten Opera miscellanea 78 — 79. 
— - 2) Ebenda 94—96. — 8) Vgl. hierüber E. Hammer, Lehrbuch der ebenen 
und sphärischen Trigonometrie. 2. Aufl. 1897, 647, Anmerk. 2. — 4) A. a. 0. 
1 — 22. Hierauf hat schon Cantor lU, 2, 412 — 414 die Aufmerksamkeit gelenkt. 
— 6) Die Formeln werden in Sätzen ausgesprochen. So z. B. die erste: 
„Variatio minima cujus vis arcus circularis est ad Yariationem minimam Sinus 
eiusdem arcus ut Radius ad Sinum complementi.^' 
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konstant voraussetzt; dem dritten eine unendlich kleine Veränderung 

(1. Ordnung) beilegt und die hieraus resultierenden Veränderungen 

der übrigen Stücke studiert. Sind z. B. in dem Dreieck ABC in 

Fig. 13 «^ jB und Seite AB konstant und wächst 

BC {= x) um die unendlich kleine Strecke 

CD (= dx), so geht A ABC in A ABB über 

und Seite AC(^y) in AD (== y + dy)] da man 

nun bei unendlich kleiner Veränderung (yariatio 

minima) ^ CED imd^ACE als rechte Winkel 

auffassen muß, so folgt CD : DE =- 1 : sin DCE^ 

oder sin DCE — cos ACB =» ~^ß (= . ), oder wie sich Cotes aus- 
drückt: ;,Die kleinste Veränderung der zweiten dem gegebenen Winkel 
anliegenden Seite verhält sich zur kleinsten Veränderung der gegenüber- 
liegenden, wie der Radius zum Sinus des Komplementes des der festen 
Seite gegenüberliegenden Winkels.^ Das 2. Theorem gibt unter den- 
selben Voraussetzungen die Gleichung -t— = ^p- u. s. w. 

Nach Aufstellung dieser Theoreme gibt Cotes an, wie dieselben 
praktisch zu verwenden seien, indem er annimmt, man habe etwa den 
Fehler einer Größe A zu bestimmen, die von den Größen B, C, D 
abhängt, so daß der gesuchte Fehler sich aus den bekannten Fehlem 
dieser Größen zusammensetzt. Dann bestimme man, sagt er, die 
Fluxion von A nach der Newtonschen Methode (d. h. man diflferen- 
tiiere A)y setze dann die gegebenen Fehler statt der Fluxionen der 
Größen B, C, D und erhält hiermit den Fehler von A. Da aber 
gewöhnlich nicht die Größen selbst, sondern ihre trigonometrischen 
Funktionen vorkommen, so bediene man sich zur Bestimmung ihrer 
Fluxionen der vorausgeschickten drei Lemmen. Ein Beispiel hierzu 
veranschaulicht die Methode.^) 



§ 3. Die Zyklometrie bis Euler. De LagnyB neue Goniometrie. 

Tafelberechnungen. 

Wir haben im vorigen Kapitel gesehen, daß am Ende des 
17. Jahrhunderts durch die Erfindung unendlicher Prozesse, wie der 
Bildung von Faktorenfolgen, von unendlichen Kettenbrüchen, von kon- 
vergenten unendlichen Reihen, neue und praktische Mittel gewonnen 
worden waren, um das Verhältnis des Kreisumfanges zum Durch- 
messer beliebig genau zu berechnen. Die Aufgabe der nächsten Zeit 
war es, die gefundenen Reihen so umzugestalten, daß eine möglichst 

1) A. a. 0. p. 20. Siehe dasselbe bei Cantor lU, 2, 414. 
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geringe Gliederzahl zu dem fr^lichen Zwecke genügte. Dies leistete 
der uns schon bekannte Astronom John Machin (f 1751), der der 
Untersuchungskommission in dem bekannten Prioritatsstreite^) zwischen 
Newton und Leibniz über die Erfindung der Differentialrechnung 

angehörte. Seine Methode bestand darin, daß er -j- als die Differenz 

zweier Bögen darstellte, deren Tangenten durch einfache Brüche aus- 
drückbar sind.') Die Bögen wurden dann mit der Arcustangens-Beihe 
Gregorys bestimmt. Es sei tg a = ^, dann gibt das Additions- 
theorem tg 4a = JJJ ■= 1 + Iw ^^^ ^* *8 T *" ^^ ®^ ^^* ^^® Tangente 
von 4 a nur um jj^ größer als die von -j-, also auch der zugehörige 
Bogen nur wenig größer als —y sei demnach — = 4a ~ a;, so folgt 

^ = 4a-^, tg^==r^l^ = f+i^^5 *^^ ^''* ^^ T 
= 4 arctg -J- — arctg |^, oder durch Einführung der Reihen und Zu- 
sammenziehen derselben: 



16 4 116 4_ ,116 4_ 

\» 9ilQ» 'RR» 9SQ» 



ö 239 8 6» 239* ^6 6* 239* 

Mit dieser Reihe berechnete er n auf 100 Dezimalen. 

Machins Berechnung der Zahl x war ein wesentlicher Fort- 
schritt gegenüber den Bemühungen von Halley*) und Abraham 
Sharp (1699), welche durch direktes Einsetzen der Tangenten von 

T' lö ' 's" ^^^ 12 ^ ^^ Arcustangens-Reihe n auf 13 bis 72 Stellen 
bestimmten. Die meisten dieser Rechnungen führte der zuletzt genannte 
Sharp^), der gewandteste und unermüdlichste Rechner des 18. Jahr- 
hunderts, aus. 

Weiter noch als diese alle aber trieb der Franzose De Lagny 
die Berechnung von ;r. Er hatte, wie er sagt^), 1682 die Reihe 

1) Cantor DI, 2, 306 und 364. — 2) Seine Reihe selbst findet sich zuerst 
veröffentlicht in W.Jones' Synopsis palmariorom matheseos 1706, 8*^, p. 263, wo 
er auch, wie sehon erwähnt, die Bezeichnung n zum erstenmal gebraucht. Die 
Ableitung der Reihe aber wurde erst 1758 von Maser es publiziert, der in seiner 
„Dissertation on the use of the Negative Signe in Algebra^^ einen eigenen Beweis 
mitteilte und dann Machins Ableitung beifügte. Vgl. auch Mas eres, Scriptores 
logarithmici III, 1796. Einleitung p. VII und 157 — 164. — 3) Siehe ebenda 
ni, 139 ff. — 4) A. Sharp (1651—1742) ist in Little Horton bei Bradford ge- 
boren, war zuerst Handlungslehrling, dann Schulmeister, Buchhalter, Gehilfe 
des Astronomen Flamsteed und zuletzt Privatmann in seiner Vaterstadt. Die 
Resultate seiner Rechnungen (vgl. Maseres, Script, log. EI, 139 — 154) sind in 
Sherwins Mathematical tables 1705, p. 59, 1706 etc. veröffentlicht. — 5) Md- 
moixes de TAcadämie de Paris. Ann^e 1719, 144. 
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Gregorys ftir den Arcastangens selbständig gefunden und berechnete 

mit ihr, wie Halley und Sharp von — ausgehend, indem er immer 

ein positives und das darauf folgende negative Glied vereinigte, % auf 
127 Dezimalen^); was aber weit wichtiger ist, und von den Historikern 
bisher übersehen wurde, ist der Umstand, daß Lagny in diesem Auf- 
satze (p. 141) bereits den Satz ausspricht, daß, wenn die Tangente 
eines Bogens eine rationale Zahl ist, der Bogen selbst 
irrational sein muß, ein Satz, der später Lambert zum Ausgangs- 
punkt für seinen Beweis der Irrationalität von % diente. Der von 
Lagny hierfür angedeutete Beweis ist allerdings nicht viel wert. Das 
Gleiche gut von einem geometrischen Beweise fOr die Unmöglichkeit 
der Quadratur des Kreises, den Saurin (1659—1737) in den Me- 
moiren der Pariser Akademie von 1720 veröffentlichte. 

Li Deutschland wurde im Jahre 1726 das Problem der Her- 
stellung rasch konvergenter Reihen zur Berechnung der Zahl % von 
dem uns schon bekannten F. C. Maier aufgenommen^), welcher aus 
der von ihm berechneten Reihe für die Sehne vielfacher Bögen (S. 74) 

die Arcus-Reihe a + jf^ + ^yx* + 71 d^ + • • • • (a = Sehne) 
entwickelte, die ihm für a « -J = r, f = 1 + ^':^^ + äTTTTT* 
+ g ^ — = — Tg + • . • ergab; 5 Glieder derselben liefern bereits 

3,1415 und jedes weitere Glied vermehrt die Summe um eine Dezimale. 
Auf die Ereismessung beziehen sich auch de Lagny s Arbeiten 
über Goniometrie, welche in den Jahrgängen 1724, 1725, 1727 und 
1729 der Pariser Memoires erschienen. Der Name Goniometrie, der 
hier zum erstenmal auftritt, bedeutete bei Lagny übrigens nicht^ was 
wir heute darunter verstehen, sondern de Lagny faßte durch ihn die 
verschiedenen Messungsmethoden eines Winkels zusammen. 
Solcher Methoden unterscheidet er vier: 1) Die rein geometrische 
Goniometrie, bei welcher man nur den Zirkel, d. h. den Kreisbogen 
zur Messung des Winkels anwendet, 2) die rein analytische Go- 
niometrie, welche lehrt, dem analytisch bestimmten Winkel sich 
ohne Gh*enze anzunähern. So ist z. B. durch die Zahlen 3, 4, 5 für 
die Seiten eines ebenen rechtwinkligen Dreiecks ein Winkel bestimmt, 
den man aus diesen Zahlen mittelst der unendlichen Reihen so genau 



1) Die Rechnung, von der er sagt, sie sei mit äußerster Leichtigkeit aus- 
zuführen, verspricht er später zu geben, was aber nicht geschah. — 2) Comment. 
Acad. Petrop. in, 61. An die hier verwendete Methode hat Euler in einem 
Briefe an Goldbach (Correspondance math^m. von Fuß, St. Petersburg 1848, 
8^, I, 46) einige Bemerkungen angeknüpft. 

V. BTannmühl, Gflsohiohte der Trigonometrie. II. 6 
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berechnen kann als man will^), 3) die rein arithmetische oder tri- 
gonometrische Methode; darunter versteht er die Berechnung des 
Winkels mittelst einer trigonometrischen Tafel, und endlich 4) eine 
aus 2) und 3) zusammengesetzte Methode der Goniometrie, 
mit welcher man einen Winkel bis auf Terzen genau bestimmt. 

Um mit der ersten Methode die Größe eines graphisch gegebenen 

Winkels a in Oraden, Minuten imd Sekunden zu bestimmen, entwickelt 

180® 
er, in moderner Ausdrucksweise, den Quotienten in den Ketten- 
bruch q^ -I — , indem er die Quotienten durch Abtr^en 

des gegebenen Bogens auf dem Bogen 180® so lange bestimmt, bis 
ein so kleiner Rest bleibt, daß er yemachlässigt werden kann. Ist 

180® 

dann der Wert des Kettenbruches = w. so ist = aJ) 

Die zweite Methode besteht darin, den Winkel mittelst der Tan- 
gente aus der Arcustangens-Reihe zu bestimmen. Ist der Winkel y 
des bei Ä rechtwinkligen Dreiecks ABC mit den Seiten a > 6 > c, 

a < 2c zu bestimmen, so gibt der Tangentensatz tg ^-y^ =» tg(45® — y) 

^ ^Z-? lind hieraus mittelst der Reihe -^ 45® — y und y selbst, so 

genau als man will^); ist aber a > 2c, so setzt man tg — = ^ 
und verfährt ebenso. Die dritte und vierte Methode bedürfen keiner 
weiteren Erläuterung. 

Im zweiten Memoire von 1725 zeigt Lagny, wie man einen 
Bogen, der im Gradmaße gegeben ist, mit beliebiger Genauigkeit ins 
Längenmaß umrechnen kann, indem er ihn zwischen zwei rationale 
Brüche mit den Zählern 1 und Nennern, die sich nur um eine Einheit 
unterscheiden, einschließt. So z. B. liegt arc 1' zwischen 3^ und 3^. 
Die Rechnung wird für 1', 1" u. s.w. bis 1^ ausgeführt! Am Schlüsse 
der Abhandlung bemerkte er noch, daß es am rationellsten sei, den 



1) Er gibt diesen Winkel auf 36<> 62' 11" 37'" 63^ 29^ 24^^ 2d^^^ 
56^™ 10™ 2^ +, oder 3^ — , so daß der Unterschied kleiner ist als 
1 : 64419668400000000000 des rechten Winkels. — 2) Er führte hierzu folgendes 
Beispiel an (Mämoires de TAc. 1724, 248 ff.). Durch Abtragen eines Winkels 

erhält man 1??^ = 4+^, iL _ 1 + I«, A_5 + ^, ^==2; also 

2i = *» & = 1» «8 = 6» äf* = 2, lind damit «^ = jg- Somi* ist a =« — — — 

2 

= 37^ 8' 34" - . — 3) Hier wird der Tangentensatz statt der Tangente selbst 

genommen, um einen kleineren Bruch und damit eine rascher konvergente Reihe 
zu erhalten. 



j 
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Quadranten in 30^, einen Grad in 32 ', eine Minute in 32" u. s. w. zn 
teilen ,;C'est le sujet d'nne dissertation preliminaire d'une Trigono- 
metrie Fran^oise ou r^formee"^) Er plante die Abfassung einer 
solchen Trigonometrie, was aber unterblieb. 

Im lü. Memoire (1727) kommt Lagny nocb einmal auf die 
Arcustangens-Reihe e^-^is^ + ^i^ — j0^ + '" zu sprechen, schreibt 
fOr z . _^- , faßt je ein positives und ein negatives Glied zusammen 

und bestimmt das allgemeine Glied der entstehenden Reihe in der 

E, (4a + 8) r» + (8a + 6) r + 2 2^ j ..ß. , . . 

Form -^ — ~ — '— ^ . ,-=• ^ Laßt man hier, sagt er, a von 

(4a+l)(4a + 8)(r + l)*« + » ' ^ ' 

bis (X> alle Werte durchlaufen, so erhält man alle Glieder der Reihe, 
und außerdem gibt er noch die Grenze der Annäherung an, die man 
bekommt, wenn man bei einem bestimmten Gliede abbricht. Aus dem 
umstände endlich, daß der Bogen sich durch eine unendliche, nach 
der Tangente fortschreitende Reihe darstellt, oder wie er sich aus* 
drückt, durch eine Gleichung von unendlich hohem Grad, glaubt er 
sich^), allerdings mit Unrecht, zu folgenden Schlüssen, welche das 
früher (S. 81) von uns Mitgeteilte näher ausführen, ber.echtigt: 
„Wenn das Verhältnis des Radius zur Tangente eines Bogens ent- 
weder in Zahlen oder durch eine endliche, bestimmte numerische 
Gleichung gegeben ist, so ist es unmöglich eine numerische 
Gleichung zu finden^ welche das Verhältnis dieses Radius und dieser 
Tangente zu dem entsprechenden Bogen ausdrückt. Daher ist es 
auch unmöglich, dieses Problem geometrisch durch Schnitt zweier 
geometrischer (algebraischer) Kurven zu lösen. Ebenso ist es, wenn 
das Verhältnis des Radius zum Bogen durch irgend welche Zahlen 
oder durch irgend welche numerische Gleichung gegeben ist, immög- 
hch, die diesem Bogen entsprechende Tangente numerisch oder durch 
irgend welche numerische Gleichung zu bestimmen'^; und als Eorollar 
wird noch beigefügt: „Nur die Probleme, welche sich durch endliche 
und bestimmte analytische Gleichungen darstellen lassen, können durch 
Schnitte algebraischer Kurven gelöst werden. Also ist die Rektifika- 
tion der Kreisbögen durch den Radius und durch die Tangente 
geometrisch unmöglich, weil sie analytisch unmöglich ist.'' 

Wir müssen in diesen Sätzen, die Lagny allerdings nicht exakt 
beweisen komite, gewissermaßen Vorahnungen der späteren Beweise 
für die Irrationalität und die Transzendenz der Zahl n erkennen. 

Gleichzeitig mit der immer mehr fortschreitenden Ausbildung der 

1) A. a. 0. 291 und Mämoires 1729, 14 ff. — 2) Ich führe dies hier des- 
wegen ausdrücklich an, weil die Aufstellung des allgemeinen Gesetzes der Reihe 
eine für die damalige Zeit ganz exzeptionelle Präzision verrät. — S) A. a. 0. 
p. 124—125. 

6* 
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aualytisclien Methoden der Trigonometrie trat auch eine Beform in 
dem Berechnungsyerfahren trigonometrischer Tabellen ein. 
Wir sahen, daß Newton schon in dem Briefe vom 24. Oktober 1676 
darauf hinwies, wie man die neuen Reihen der trigonometrischen 
Funktionen zur Herstellung von Tafeln verwenden könne, und am 
Schlüsse seiner Ausführungen bemerkt er, daß man zur Bestimmung 
der Sinus der Zehntel- und Hundertstel- Grade eine andere Methode, als 
die direkte Reihenberechnung mit Vorteil verwenden könne. Damit 
hatte er offenbar ein Int erpolations verfahren im Auge, das er, 
wie wir schon früher (S. 52) sahen, in seinen Prinzipien kurz aus- 
einandersetzte und dann in einem „Methodus differentialis^' überschrie- 
benen Aufsatze, der aber erst 1711 von W. Jones (1675 — 1749)^) 
mit Erlaubnis des Autors veröffentlicht wurde, näher besprach. Das 
Verfahren, welches heute noch unter Newtons Namen bekannt ist, 
beruht darauf, durch die Endpunkte einer Reihe äquidistanter Ordi- 
naten eine parabolische Kurve zu legen — ein Gedanke, den übrigens 
vor Newton schon James Gregory^) hatte, der damit die später 
nach Simpson benannte Regel zur Ausführung näherungs weiser 
Quadraturen fand. Auch Newtons Zweck war zunächst kein anderer, 
er erkannte aber sofort auch die Verwendbarkeit seiner Methode zur 
Tabellenberechnung.*) In den Prinzipien gab er hierfür zwei Schluß- 
formeln, im Methodus differentialis aber zeigte er nur, wie man durch 
successive Differenzenbildung die unbestimmten Koeffizienten der 
parabolischen Kurvengleichung n. Grades finden kann, wenn w + 1 
Paare zusammengehöriger Abszissen- und Ordinatenwerte gegeben 
sind^); seine Methode unterscheidet sich daher wenig von jener 
Ozanams. Übrigens hatte schon vor der Veröffentlichung des „Me- 
thodus differentialis^' R. Cotes eine 1707 verfaßte Ableitung der 
Newtonschen Methode seinen Zuhörern (1709) vorgetragen und in 
einer Abhandlung „De methodo differentiali Newtoniana^' niedergelegt; 
jedoch wurde dieser Aufsatz erst nach seinem Tode im Anhange zur 
Harmonia mensurarum von Smith herausgegeben. 

Aber Newton hat nicht nur diese unter seinem Namen allgemein 
bekannte Methode angegeben, sondern noch vier allgemeine Formeln 
entwickelt, welche die sogenannte Interpolation aus der Mitte in ihrem 
vollen Umfang behandeln. Da dieselben jedoch für die uns hier allein 
interessierende Tafelberechnung nicht von Bedeutung sind, gehen wir 
nicht weiter darauf ein.^) 

1) Dictionary of national Biographiefl XXX, 173. — 2) James Gregory, 
Exercitationes geometricae, London 1668, vgl. G. Heinrich in Biblioth. math. 
3. Serie, I, 1900, 90—92. — 3) Siehe S. 66 Anm. 1. — 4) Ausführlicher bei 
Cautor III, 2, 372 — 375. — 6) Eine genauere Auseinandersetzung über die 
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Was Newtons bereits erwähnte Bemerkung zur Tafelberechnung 
mittelst unendlicher Reihen anlangt, so hat er selbst solche Berech- 
nungen nicht durchgeführt; dies geschah erst durch den unermüd- 
lichen Abraham Sharp zu Beginn des 18. Jahrhunderts. In einem 
von Maseres im III. Bande der „Scriptores logarithmici"x(129 — 138) 
mitgeteilten Auszuge aus Sharps Rechnungen werden mehrere von 
diesem angewandte Methoden angegeben. Zimächst macht er die Be- 
merkung, daB die Sinus- und Gosinusreihen für Winkel, welche nahe 
am Beginn oder ajn Ende des Quadranten liegen,. am besten konver- 
gieren, und zeigt dann, wie man mit der direkten Berechnung dieser 
Funktionen aus den Reihen für Winkel von Ö^ bis 30* und von 60® 
bis 90® ausreicht, um dieselben wenigstens in Intervallen von b' für 
die Winkel von 30® bis 60® durch bloße Subtraktion zu erhalten. So 
gibt z. B. cos 29® 55' = sin 60® 05' vermindert um sin 0® 5' den 
sin 59® 55', sin 89® 55' - sin 29® 55' = sin 30® 05'*) u. s. w. Femer 
lehrt er, wie man aus sin 5' die Sinus beliebiger Vielfachen be- 
stimmen kann, zeigt, daB man die Winkel des mittleren Quadranten- 
drittels mit der Formel sin (30® — a) + }/3 sin a — sin (30® + a) aus 
denen des ersten Drittels oder mittelst |/3 sin (60® -\-a) — %in (90® — a) 
= sin (30® + cc) aus denen des letzten Drittels findet, u. s. w. Will 
man endlich die Sinus von Winkeln, die von Minute zu Minute fort- 
schreiten, bestimmen, so ist es zweckmäßiger, sin 1' direkt mit der Reihe 
als durch ein Näherungsverfahren zu berechnen I Nach Maseres' An- 
gabe^ wurden Sharps sämtliche Rechnungen von Gardiner in einer 
Neuauflage von Sherwins Logarithmentafel 1741 publiziert. Er 
selbst veröffentlichte nur pseudonym (A. S. Philomath) im Jahre 1741 
eine „Geometry improved", London. 4®.') 

Die eben erwähnte Tafelsammlung Sherwins erschien zum ersten- 
mal im Jahre 1705 unter dem Titel Mathematical Tables . . . with 
their Construction and Use bey Mr. Briggs, Mr. Wallis, Mr. Halley . . 
Mr. Abr. Sharp", während das Vorwort mit Sherwins Namen 

ersten, die Interpolation betreffenden Arbeiten findet sich in unserer Abhandlung 
in Biblioth. math. 1901, 11, 86 — 96. Hieraus fuhren wir nur an, daß zwei der 
Newtonschen Formeln bisher irrtümlicherweise Jakob Stirling zugeschrieben 
wurden, der 1780 eine größere Schrift „Methodus differentialis, sive tractatus 
de summatione et interpolatione serierum^^ schrieb, die die Quelle für alle 
sp&teren Arbeiten über Interpolation wurde. 

1) Man beweist dies leicht mittelst der Formel sin a — sin ^ 

= 2sin ?^-^ • cos ^^-Y^- — 2) A. a. 0. Einleitung VI. — 3) Poggendorff, 

Biogr. liter. Handwörterbuch, H, 917. In dieser Geometrie sind nach Angabe 
Delambres (Hist. der Astro. mod. E, 91) Sharps Methoden zur Herstellung 
der Tafebi eingehend erörtert. 
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unterzeichnet ist. Die zahlreichen Ausgaben^ von denen die aus dem 
Jahre 1742 von W. Gardiner besorgte die beste sein soll, laufen 
durch das ganze 18. Jahrhundert. Sie enthalten Tafeln der Sinus, 
Tangenten und Sekanten, sowie ihrer Logarithmen auf 7 Dezimalen 
und zwar för jede Bogenminute.^) 

Außer Sherwin- Gardiners vielbenützter Tafelsammlung er- 
wähnen wir noch Dodsons „The calculator'', London 1747, 8^, eine 
sehr praktische Sammlung in mäßigem Umfang (174 S.), welche die 
verschiedenartigsteij Hilfstafeln enthielt, wie z. B. eine Tafel der 
Bogenmaße für alle Grade, für alle Minuten, Sekunden und Terzen 
(7 stellig), die Sinus versus der Bögen und die zugehörigen Kreis- 
segmente für alle 15' des Quadranten, die ersten 9 Vielfachen von 

12 Konstanten wie it, — , u. s. w. auf 7 Stellen, 7steUige Zahlen- 
logarithmen, Antilogarithmen, Logarithmen der Sinus und Tangenten, 
und die ersten 1000 Vielfachen des Modulus 0,43429 . . . u. dgl. m.«) 

§ 4. Elementare Trigonometrie. 

Überblickt man die trigonometrische Literatur in der ersten 
Hälfte des 18. Jahrhunderts, so erkennt man, daß es immer mehr 
nötig wird, zwischen Originalarbeiten zu unterscheiden, welche, 
wie schon in der zweiten Hälfte des 17. Jahrhunderts in den sich 
mehr und mehr verbreitenden Zeitschriften der Akademieen und ge- 
lehrten Gesellschaften niedergelegt wurden, und den reproduktiven 
Arbeiten, die die neuen Resultate mehr oder weniger schnell auf- 
griffen und teils zu rascher Orientierung in Sammelwerken, teils zu 
pädagogischen Zwecken in Lehrbüchern vereinigten. Da wir in erster 
Linie den Portschritt unserer Wissenschaft im Auge haben, so müssen 
wir uns vornehmlich mit der ersteren Gattung von Schriften be- 
schäftigen und können die Literatur der Lehrbücher nur insoweit 
berücksichtigen, als sie zu diesem Fortschritte beitrug oder ein Bild 
davon gibt, wie rasch und inwieweit die neuen Errungenschaften 
allgemeiner bekannt wurden. 

Da ist es nun zunächst Newtons fundamentales Werk, die „Arith- 
metica universalis"^), und zwar darin das Kapitel über die arithmetische 



1) Genaueres über die verschiedenen Ausgaben findet man bei Glaisher 
a. a. 0. p. 129—131. — 2) Vgl. eine genauere Angabe bei Glaisher a. a. 0. 
p. 95.— 3) Dasselbe erschien zuerst 1707 von William Whiston (1667—1752), 
Newtons Nachfolger im Lehramte, wie es scheint, gegen seinen Willen heraus- 
gegeben, wurde dann 1722 mit mannigfachen Verbesserungen von Newton aber- 
mals aufgelegt und 1732 in Leyden von G. J. s'Gravesande zum drittenmal 
publiziert. Wir zitieren nach der letzten Auflage. 
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Behandlung geometrischer Probleme^ welches unsere Aufmerksamkeit 
fesselt. Newton löst hier eine Reihe Ton Dreiecksaufgaben durch 
Anwendung algebraischer Rechnung und gelangt dabei zu Formeln, 
die teils nach Inhalt und Form, teils in der angewandten Schreib- 
weise als neu zu bezeichnen sind. 

So findet sich bei der Lösung des X. Problems (p. 104), aus der 
Basis ÄBy der Summe der Seiten ÄC + BC und dem Winkel C an 
der Spitze des Dreiecks ABC die Seiten und die Winkel zu be- 
stimmen, bereits eine Formel angewendet, die bisher dem Astronomen 
Moll weide (1774-— 1825) zugeschrieben wurde und dessen Namen 
tragt. Sie lautet in Newtons Schreibweise ÄB:{ÄC+BC) 
= sin. ang. ACE : sin. ang. AEC, wobei E auf 
der Basis durch die Halbierungslinie des Win- 
kels C ausgeschnitten wird. „Zieht man dann, 
heißt es weiter, Ton dem ^ AEC und seinem 
Komplemente BEG j <^ C ab, so bleiben die 
Winkel JB und ^ übrig.^ 

Führen wir unsere Bezeichnungsweise ein und ersetzen -^AEC 

C C i C\ 

durch B + y, so kommt (Fig. 14): c : (6 + a) = sin y : sin \B + A^ 

oder, was dasselbe ist: c : (6 -}- a) = sin y : cos — ~^ — 

Wichtig sind noch die Probleme XI und XII: „Aus drei Seiten 
eines ebenen Dreiecks die Winkel und den Flächeninhalt zu bestimmen, 
und die Segmente der Basis, sowie die Höhe zu berechnen" (p. 105—107). 
Zunächst setzt hier Newton AB = a^ AC=^b, BC=^c und findet 
Winkel A aus dem Satze: „üt 2 ab ad medium proportionale inter 
a + b + cxa + b — c+a — b + cx — a + h + Cf ita radius ad 
sinum anguli A*', d h. wenn wir a mit c vertauschen: 

sin^ = y{a + b + c) (c~+b^a)\c -b + a) (-c+~6 + ä) : 2cb, 
eine Formel^ die hier zum erstenmal auftritt. Durch ähnliche Sätze 

bestimmt er auch sinvers A = ^^^^-- "" -^, ~ ^ "r ^ ^ *g o ' ^^^ Y ^^^ 

A A 

sin y, sowie cos-^ , welche wohl bekannt, aber nicht in dieser Form 

gegeben waren. Die Heronsche Dreiecksformel für den Inhalt des 
Dreiecks endlich wird genau in der uns geläufigen Weise geschrieben. 
Aber im XII. Problem gibt er noch eine andere Darstellung dieser 

1) In dieser Form gibt sie Mollweide. Zach, Monatliche Korrespondenz 
XVJJLl, 396; bei Newton ist also nur sin (AEC) nicht durch cos [ — - — ) er- 
setzt! An Newtons Lösung anschließend, hat Graf Herberstein in den Acta 
Emd. 1711, 324 — 326 eine etwas andere aber keineswegs bessere gegeben. 
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Formeln, indem er den Dreiecksumfang einftüirt; wie das früher schon 
Caswell getan hatte (S. 47—48). 

Indem wir noch eine neue Ableitung der Teilnngsgleichnngen, 
die Newton in Problem XXIX (p. 125 — 126) mitteilt^ die sich aber 
schon in seinem Briefe vom 24. Oktober 1676 an Oldenburg findet, 
erwähnen, wenden wir uns zur Mitteilung einiger Ergänzungen tri- 
gonometrischer Lehren, welche Christian von Wolf (1679 — 1754) 
um jene Zeit gab. Wolf ^) war Philosoph und Mathematiker, lehrte 
seit 1703 in Leipzig, 1707—1723 in Halle, mußte aber 1723 wegen 
religionswidriger Bestrebungen die preußischen Lande verlassen. Durch 
Friedrich den Großen 1740 wieder zurückberufen, wurde er zum 
Preiherm ernannt und lehrte bis zu seinem Tode in Halle. Während 
seines ersten Aufenthaltes daselbst verfaßte er 1710 „Anfangsgründe 
aller mathematischen Wissenschaften^' in 4 Bänden, die eine wieder- 
holte Auflage erfahren. Ein Auszug aus ihnen fand 1717 — 1772 
zehn Auflagen und war das vielgebrauchteste Lehrbuch jener Zeit 
in Deutschland. Außerdem schrieb er für gelehrte Kreise die „Ele- 
menta matheseos universae*' (1713 — 1743)*) und ein „Mathematisches 
Lexikon''. Im 4. Bande der Anfangsgründe (1711) spricht Wolf in 
der Einleitung zu den Sinus- und Tangententafeln von einer Ver- 
einfachung der Neperschen Regel für das rechtwinklig sphärische 
Dreieck, teilt sie jedoch erst in der Ausgabe von 1717 mit. Der von 
ihm vorgeschlagene Wortlaut') entspricht genau jenem, der noch 
heute bei uns im Gebrauch ist, so daß wir annehmen dürfen, derselbe 
stamme von Wolf; er wurde durch die große Verbreitung, die die 
„Elementa" fanden, allgemein bekannt. Den ersten Teil jener Regel, 
die er auch logarithmisch ausspricht, beweist er mit alleiniger Ver- 
wendung des Sinussatzes, den zweiten Teil mit der Tangentenregel 
von Abü'l Wafä. Sonst ist von seiner Trigonometrie nur an- 
zuführen, daß er sich der Bezeichnungen Sinus, Cosinus, Tangens und 
Cotangens bedient und in den Proportionen, in denen er alle Sätze 
schreibt, die nicht nur in Worten angegeben werden, verschiedene Ab- 
kürzungen verwendet. Die Formelschriften der Engländer kennt er 



1) Vgl. Cantor HL, 2, 270. — 2) 1743 erschien noch eine Editio novissima 
zu Genf. — 3) In der Ausgabe von 1717 ist im ersten Teile die ebene, im 
dritten Teile die sphärische Trigonometrie behandelt (p. 137 — 172). Seite 144 
und 152 stehen die beiden Teile der Neperschen Regel: „Der Sinustotus mit 
dem Cosinus des mittleren Teiles ist gleich den Sinibus der abgesonderten und 
den Cotangentibus der anliegenden, dabei muß man aber merken, daß man im 
sphärischen Triangel für die Seiten AB und BC (Katheten) die Komplemente 
zu 90°, in den geradlinigen aber vor die Sinus und Tangentes die Seiten selber 
anninmit." 
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ebensowenig, wie die 4 Nep ersehen Analogieen und den Halbwinkel- 
satz. Auch ist in den spätem Ausgaben sowohl der ^Anfangsgründe^' 
als auch der ,^lementa matheseos^' keine bemerkenswerte Yermehrnng 
der trigonometrischen Hilfsmittel eingetreten, obwohl sich, wie wir 
bald sehen werden, dem Bearbeiter so umfang- und einflußreicher 
Hilfsbücher manches Neue in der Zwischenzeit dargeboten hätte. 
Übrigens zeichnen sich Wolfs Schriften durch übersichtliche und 
leichtfaßliche Darstellung aus, worin jedenfalls die Beliebtheit der- 
selben ihre Begründung findet. 

Außer seinen umfangreichen Werken hat Wolf auch noch einige 
Abhandlungen in den Acta Erud. veröffentlicht. Wir weisen nur auf 
eine hin^), in welcher er ähnlich wie schon Cavalieri (S. 37) eine 
trigonometrische Methode angibt, aus den Logarithmen zweier Zahlen 
den Logarithmus ihrer Summe oder Differenz zu finden. Ist log a 
und log b gegeben und log (a + h) gesucht, so setze man in dem bei 
B rechtwinkligen A ABC AB=^ Ya, BC^Yb, dann ist AC^Ya + b 
und log tgA^-logb — ^ log a. Schlägt man zu log tg A, log sin A 
in der Tafel auf, so folgt log sinA^ j log 6 — | log (a + 6), also 
log (a + fe) = 2 log sin-4 + log 6. Ebenso kann man log («"• 4- 6"*) 
aus log a*" und log 6"* bestimmen. Ahnlich erhält man für log (a — b) 
= 2 log cos C + loga, wenn man AC = )/», AB « ]/6 setzt. 

Auf dem Standpunkte der „Elementa" Wolfs stehen mehr oder 
weniger alle Lehrbücher, die in jener Zeit erschienen, so z. B. Johann 
Friedrich Weidlers (1691 oder 1692—1755) „Institutiones mathe- 
maticae", Vitembergae 1718, 8®, ein Werk, das ebenfalls sehr ver- 
breitet war und noch 1750 und 1784 yermehrte Neuauflagen erfuhr.*) 
Es bietet nichts Bemerkenswertes, indem selbst in den spätem Auf- 
lagen nur längst bekannte Dinge reproduziert sind und die alte 
schwerfällige Schreibweise beibehalten ist. Noch mehr gilt dieses 
Urteil Yon den „Institutionum mathematicarum libri tres^', Yiennae 
1714, 4*^, des Jesuiten Ernesto Vols, die sich noch durch besondere 
Unübersichtlichkeit auszeichnen, und auch J. B. Wiedeburgs 
(1687—1766) „Einleitung zu den mathematischen Wissenschaften" von 
1726 und 1735, sowie seine „Institutiones mathematicae" von 1718, 
wie endlich Johann Andreas Segners (1704 — 1777) „Elementa 
Arithmeticae et Geometriae" von 1739 bewegen sich, was Trigono- 
metrie anlangt, nur in den alten ausgetretenen Geleisen. Des uns 



1) Acta Erud. 1716, p. 257 ff. Er fuhrt hier an, daß seine Regel einfacher 
sei, ab eine von Muschelius de Mosch au in Ephemeridibus Academiae Leo- 
poldinae Dec. m. A. IV, p. 102 gegebene. — 2) 1727 erschien sogar eine schwe- 
dische Übersetzung. Vgl. Bibliotheca math. 1886, 98—94. 
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schon bekannten Petersburger Akademikers Jakob Hermann ^^Abreg^ 
des Mathematiques pour Tusage de sa Majest^ Lnp^riak de toutes les 
Russies" t. I, Petersbourg 1728, enthält nur eine ganz kurze ebene 
Trigonometrie und des dänischen Astronomen Peter Horrebow 
(1679-1764) „Elementa matheseos'', HaEoiae 1732 und 1740, in welchen 
sich ebenfalls eine ebene Trigonometrie findet, liefern nur das eine Be- 
merkenswerte, daß daselbst der Tangentensatz unter Einführung jenes 
Hilfswinkels umgeformt wird, den wir beiThomas Streete(S.44) fanden. 
Ahnlich stand es in der ersten Hälfte des 18. Jahrhunderts auch 
in Frankreich und Italien. In Frankreich wurden noch Dechales' 
Cours und Ozanams Trigonometrie fleißig benützt, und die „Nou- 
veaux traites de trigonometrie rectiligne et spherique" von Depar- 
cieux, die 1741 in einem dicken Quartbande erschienen, bieten einen 
einzigen halbwegs neuen Satz. Es ist dies unsere Formel: 

, J. 1 1 /sin {8 — ä) sin (s — b) sin (s — c) 

^2 sin (5 — a) V sin 8 ' 

die aber, wie alle daselbst angegebenen Sätze, nur in Worten aus- 
gesprochen wird und zwar noch in Form der zwei Proportionen: 

sin s : sin (5 — c) = sin (5 — 6) sin (s — a): x^ und sin (s — a) : r = o; : tg y . 

Deparcieux benutzt nicht einmal die Worte Cosinus und Cotangens, 
geschweige denn abkürzende Bezeichnungen oder gar Formeln. Wert- 
voll waren nur die dem Werke angehängten siebenstelligen Tafeln 
für Sinus, Tangens und Secans fiir alle Minuten und die achtstelligen 
Tafeln der Logarithmen der Sinus imd Tangenten für Winkel von 
10' zu 10'. Beigegeben ist noch eine ausführliche trigonometrische 
Behandlung der Gnomonik. Wenig mehr bietet des Professors 
Dominique Franjois Rivard (1697—1778) Werk: „Trigonometrie 
rectiligne et spherique", Paris 1750 in 8^ und 1757, dem eine um- 
fangreiche Tafelsammlung unier dem Titel „Tables de sinus, tangentes 
et secantes et de leurs logarithmes" 1743 vorherging. Er verwendet 
zwar die vier Grundfanktionen und schreibt dafür S, cos, T, cot, aber 
die Darstellung ist noch völlig die alte, die alle Sätze in Worten 
angibt und nur in Proportionen rechnet; und obwohl schon 1748 
Eulers „Introductio in Analysin infinitorum" erschienen war, weiß 
sich Rivard doch mit den Funktionen der Winkel, die einen Qua- 
dranten überschreiten, noch keineswegs abzufinden. 

Ebensowenig Rühmenswertes können wir über den „Cours de 
mathematique" von Camus^) berichten, und der Umstand, daß dieses 

1) Angemerkt mag hier werden, daß sich im zweiten Teile des vierbändigen 
Werkes eine Hilfstafel zur Berechnung der Logarithmen der Sinus auf 13 Stellen 
befindet. 



/ 
/ 



/ 
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Werk von 1750 ab eine Reihe von Auflagen erlebte (z. B. 1768 die 4.), 
zeigty wie wir gleich hier bemerken wollen, daß Eulers Arbeiten nur 
langsam zur Erhöhung des allgemeinen Niveaus trigonometrischer 
Kenntnisse in Frankreich beitrugen. 

In Italien stand die „Universalis Trigonometria" (Bologna 1705 
in 8®) des Bologneser Professors Gemminiano Rondelli (1652—1735) 
noch völlig auf dem Standpunkte Gavalieris und wurde nur ver- 
faßt^ da des letzteren Schriften vergriffen waren. Da das Werk 
aber noch 1760 und 1793 Neuauflagen erfuhr^ ist wohl der Fort- 
schritt in Italien noch langsamer gewesen, als in den Ländern der 
deutschen Zunge. Dieses Urteil wird bestätigt durch die Trigono- 
metria sphaerica^' des römischen Jesuiten Roger Joseph Boscovich 
(1711—1787), die 1745 in 8^ in Rom erschien. Auch hier finden 
sich noch die Definitionen des Rhäticus für die 6 trigonometrischen 
Funktionen, und den allbekannten stets in Worten angeffihrten Sätzen 
werden nur zwei neuere zugesellt, denen wir übrigens in der eng- 
lischen Literatur bei Thomas Baker begegneten (S. 48, dritte und 
vierte Gleichung). Ebensowenig bringen Boscovichs „Elementa mathe- 
seos'^, Romae 1752, 8^, etwas Neues, ja sie enthalten sogar den falschen 
Satz, daß die sämtlichen Funktionen für Winkel im zweiten Quadranten 
denen der entsprechenden spitzen Winkel gleich seien. Dagegen 
müssen wir auf eine graphische Auflösung der 6 sphärischen Funda- 
mentalaufgaben hinweisen, die er in seiner „Trigonometriae sphericae 
constructio", Romae 1737 in 4P veröffentlichte. Die daselbst befolgte 
Methode hängt mit jener des Analemmas eng zusammen, vereinfacht 
jedoch dieselbe nicht unwesentlich.*) 

In England erschien um jene Zeit ebenfalls eine Menge von 
Schriften, die teils die Trigonometrie allein behandelten, teils als 
Kompendien der gesamten Mathematik Kapitel über Trigonometrie 
enthielten. Aber sie alle scheinen Oughtreds Fortschritte kaum zu 
erreichen, geschweige denn zu überbieten. Leider kennen wir John 
Goodens*) „Compendium trigonometriae planae et sphaericae'' in 8® 
und 12®, Lüttich, John Wittys „Tractatus de sphaera", 1714, des 
Astronomen John Keills „Elementa trigonometriae planae et sphae- 
ricae", Oxford 1715, John Wilsons „Principia trigonometriae succincte 
demonstratae" Lugd. Batav. 8®, 1718, und endlich John Hodgsons 
„Systema matheseos", Londini 1723, 4*^, nur dem Namen nach, da- 
gegen zeigt uns der umstand, daß ein Buch wie William Haw- 
neys „The doctrine of plane and spherical Trigonometry'^ noch 1725 

1) Vgl. hierüber unsere Abhandlung „Zur Geschichte der Trigonometrie 
im 18. Jahrhundert^', Bibliotheca math. 11, 1901, 106—107. — 2) Er lebte als 
Jesuit in Belgien und starb 1720. Quetelet Histoire etc. 276. 
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erscheinen konnte (London in 8^)^ daß wenigstens die Lehrbüclier in 
der Tat Oughtreds Standpunkt noch nicht einmal erreicht hatten. 
Denn in diesem umfangreichen Buche finden sich selbst die Bezeich- 
nungen für die Eofunktionen, sowie eine abkürzende Schreibweise der 
Funktionen nur ab und zu verwendet, von einer Formelschreibung 
überhaupt nicht zu reden. Von dem eisernen Bestände der alten 
Trigonometrie verwendet Hawney außer den bekannten geometrisch 
gewonnenen Lehrsätzen auch noch die Orthogonalprojektion der Kugel 
auf die Ebene eines größten Kreises und zeigt, wie man mit ihr 
graphisch die Bestimmung der sphärischen Dreiecke vollziehen kanu, 
und in einem Anhange gibt er, jedoch ohne jede Begründung, Regeln 
zur „arithmetischen^' Auflösung ebener Dreiecke ohne Tafelbenützung, 
welche auf den Gebrauch der uns längst bekannten Formel des 
Snellius hinauskommen (L Tl., S. 242). Nur einen englischen Schrift- 
steller vermögen wir anzuführen, der wie Oughtred und Wallis von 
einer abkürzenden Bezeichnungsweise ausgedehnten Öebrauch machte, 
es ist dies William Jones, dessen „Synopsis palmariorum matheseos^^ 
wir schon früher (S. 80, Anm. 2) nannten. In diesem kleinen 1706 
erschienenen Büchlein gibt er eine Übersicht der meisten bis dahin 
bekannten goniometrischen Formeln und Reihen, indem er Sinus = s, 
Tangens = ty Secans « /*, Sinusversus « v schreibt und die komple- 
mentären Funktionen durch Beifügung eines Accentes bezeichnet. Später 
(1747) kam er in einem in den P. T. (No. 483) abgedruckten Briefe an 
Martin Folkes (1690—1754) noch einmal auf die Goniometrie zurück 
und gab daselbst eine sehr übersichtliche „Table of the Relations of 
Goniometrical Sines", aus welcher er eine Menge von Formeln erschloß, 
von denen wir nur einige anführen wollen, um den Charakter derselben 
zu zeigen: Wenn A, B, C irgend welche Winkel sind, Z«^ Ä + B, 
X^A-B,H^\{Ä + B+C) und r der Radius ist, so ist z. B. 

^ rxv, C—v, X= s~H— BxsH— Ä xmi \rxVyZ—v,C^snxsH—C. 
Die horizontalen Striche wurden damals ziemlich allgemein statt der 
Klammem gebraucht! Ein anderes Formelpaar war folgendes: 

T 

1 



T 

Hier ist unter S das Produkt aller Cosinus der Winkel a, ß, y . . ,, 
n an der Zahl, unter S\ S", S'" . . . sind die Summen aller Produkte, 
gebildet aus je einem, je zwei, je drei . . . Sinus in die übrigen n — 1, 
n — 2, n — 3 . . . Cosinus dieser Winkel verstanden. In dieser All- 
gemeinheit erscheinen die Additionsformeln hier zum ersten- 
mal. Eine ähnliche Formel stellt er auch für tg (a + /3 + y • • •) auf 
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nnd leitet dann aus diesen Gleichungen die bereits bekannten Formeln 
für sin na, cos na, tg na u. s. w. ab, welche in verschiedenen Formen 
geschrieben werden. Neu war wohl die Form der Gleichung tg na 
^nt + Ät^r-^ + Bi^r-^ + C^V"« + D^V"« + • • •, worin A 
^^n" + nn\ B^n^ -nn'" + An\ C n"^ + nn'' + Bn' 

- An'", D = n^^ - nn^^ + Cn' -~ JBn'" + An^ u. s. w. bedeuten, 

während n' == (J) , w" = (3), n"' « (") u. s. f. ist 

Außer Jones ist noch ein Mathematiker zu erwähnen, weniger 
von Bedeutung durch seine Schreibweise — er bedient sich häufig 
der Abkürzungen sin., co.-sin., tang., co.-tang., die er den Winkeln 
Toransetzt, ohne jedoch andere Formeln als Proportionen zu schreiben 

— als durch einige Sätze, auf deren praktische Verwendbarkeit er in 
England wohl zum erstenmal aufmerksam machte. Es ist dies Thomas 
Simpson (1710 — 1761). Seine „Trigonometry plane and spherical" 
erschien in erster Auflage 1748, uns liegt nur die zweite von 1765 
Yor, der wir das Folgende entnehmen. Zunächst bestimmt Simpson 
die Zeichen der Funktionen im zweiten Quadranten sämtlich richtig, 
definiert sie aber, wie damals noch allgemein gebräuchlich, nur als 
Linien im Kreise, dessen Radius r er in der Rechnung beibehält. 
Die Sätze werden alle in Worten ausgesprochen und geometrisch ab- 
geleitet und die Fundamentalaufgaben mit nur wenigen dieser Sätze 
abgeleitet. Dann fügt er aber noch einige „Eigenschaften der Drei- 
ecke" hinzu, die unser Interesse erregen. So gibt er z. B. (61 — 62) 
elegante geometrische Ableitungen jener beiden Formeln der ebenen 
Trigonometrie, die bisher dem Astronomen Mollweide zugeschrieben 
wurden. Allerdings ist auch Simpson nicht der Erste ^), der sie 
fand, denn der einen von ihnen begegneten wir schon bei Newton 
(S. 87) und beide werden wir vereinigt und rechnerisch abgeleitet 
bei Friedrich Wilhelm Oppel (1748) noch treflFen. 

Außerdem enthält das Buch noch eine Reihe anderer interessanter 
Dreieckssätze; so werden z. B. die Gleichungen abgeleitet h + a:p — q 

« cos — : sm — ^ — und — c :|) — g = sm — : cos —- — , wo a, 0, c 

die Dreiecksseiten und p xmd q die Abschnitte, die die Höhe des 
Dreiecks auf AB macht, bezeichnen. Dieselben folgen direkt durch 
Verbindung der bekannten Proportion: h + aip — q^cih — a und 



1) Sie scheinen nämlich in der ersten Auflage von Simpsons Schrift 
nicht zu stehen, da sie Cantor, dem die letztere vorlag, nicht erwähnt, Cantor 
m, 2, 588—585. Vgl. Näheres über ihre Geschichte in unserer Abhandlung „Zur 
Geschichte der Trigonometrie im 18. Jahrhundert*', Bibliotheca math. II, 1901, 
108—105. 
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einer analogen mit den beiden eben angefahrten Sätzen. Femer fOhrt 
Simpson auch den schon Ton Streete und Anderson benützten 
Hilfswinkel (S. 44) geometrisch auf sehr elegante Weise ein und gibt 
wie früher Cavalieri, (S. 37) die trigonometrische Auflösung der 
Gleichungen 2. Grades^ indem er z. B. aus ax — x^ ^ V^ x mittelst 

der beiden Gleichungen ^ öt : 6 = r : sin g) und »* : tg ^ 9?, = 6 : a; findet. 

Aus den Sätzen über sphärische Trigonometrie endlich wollen wir 
E nur die beideo direkt aus dem Sinussatze und der 
Tangentenregel abgeleiteten Formeln erwähnen: 

tg ^ • tg -2— = tg -^ • tg -2- 
und sin (a'+ a) : sin(a'— a) = tg^-i^ : tg^^^, 

wobei in den rechtwinkligen Dreiecken ABC und ADE m Fig. 15 
a^BC, a^DE, b=AC, V^AE, und c==^AB, c^AB bedeuten. 
Wir wissen, daß hervorragende Mathematiker^ wie John New- 
ton, Wallis und andere, schon am Ende des 17. Jahrhunderts ab 
und zu rechnerische Ableitungen komplizierterer trigonometrischer 
Formeln aus einfacheren versucht hatten, systematisch aber wurde die 
algebraische Rechnung doch erst im 18. Jahrhundert in die Tri- 
gonometrie eingeführt und zwar durch den Jesuiten Jakob Eresa 
und den Petersburger Akademiker Friedrich Christian Maier. 
Kresa^) (1649 — 1715) knüpfte in seinem Werke „Analysis speciosa 
Trigonometriae" 1720, Pragae, 8**, Opus posthumum, an ein Werk*) 
seines Ordensgenossen Hugo d' Omerique an, das die Geometrie 
auf analytischem Wege behandelte, und für das Kresa eine Vorrede 
geschrieben hatte. Wenn auch seine Bezeichnungsweise noch in 
mancher Beziehung schwerfälliger ist als die der Engländer, so liegt 
doch in der konsequenten Anwendung der Rechnung eia imverkenn- 
barer Fortschritt. Kresa schreibt statt CosLaus Sinus secundus « S2, 
statt Cotangens Tangens secunda = T2, statt Cosecans Secans se- 
cunda = 52 und drückt fast durchweg sämtliche Funktionen durch 
den Sinus aus, wodurch seine Rechnungen natürlich komplizierter 
werden; den Sinus setzt er gleich x oder y, dann lautet z. B. das 

Additionstheorem des Sinus S = yV^- ^' + ^V^' - 3/^ «) 



1) In Mähren geboren, lehrte er in Prag, in Olmütz und in Madrid, wo 
ihm die Nobili in Menge zuströmten. Er beherrschte 9 Sprachen. Acta Erud. 
1721. — 2) Analysis geometrica sive nova et yera methodns resolvendi tarn 
problemata Geometrica quam Arithmeticas quaestiones, Gradibus 1698. in 4^. — 
3) Vgl. die Ö. 72 Anm. 2 angeführte Bemerkung Montuclas, der Fr. Ch. Maier 
die erste Aufstellung der Additionsformeln zuschreibt. 
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Da sich übrigens Eresa auch zur Bezeichnung der Strecken in geo- 
metrischen Figuren der Buchstaben x, y, z u. s. w. bedient^ so wird hier- 
durch die Übersichtlichkeit seiner Formeln sehr beeinträchtigt. Um ein 
urteil über seine Methode zu ermöglichen, teilen wir die Behandlung 
der Aufgabe, aus der Basis BC ^ c eines ebenen A ABC, dem Gegen- 
winkel BAG und der Fläche desselben das Dreieck zu berechnen, 
mit. Es wird sin BA C ^ a gesetzt, cos BA C ^hy BC ^ c, AB = x, 
AC =^ und die Höhe AD auf die Seite BC = d. Ist dann sin ABC=yy 
dann folgt aus A -4JBC BC , . 8 . BAC :: AG . . 8 . ABC, oder 

c..a::0.. — ^y. Im A ABB ist S . ABB ,. AD :: 8 .ABB .. AB, 

c ^ ' 

d. h. — . . d :: r , . X, also = dr, also ax0 = cdr. oder 

c ' c ' ' 

a . .c::dr . , xz, also ist xz, d. h. AB . AC (wofftr er stets AB : AG 

schreibt) gefunden. Nun ist aber nach einer bekannten Analogie: 

r , . 82 (anguli BAC) b :: 2xz . .xx + zz — cc, 

woraus sich xx + zz — cc und hiermit xx + zz ergibt Addiert man 
jetzt hierzu das bereits bekannte 2xz, so hat man das Quadrat der Summe 
AB + AC und durch Subtraktion erhält man das Quadrat der Diffe- 
renz u. s. w. — Bemerkenswert ist übrigens, daß Kresa die Engländer 
sehr wohl kennt, denn er zitiert Gas well, das „Lexicum Technicum" 
von John Harris und die „Mathematical Tables*' von Richard 
Mount und Thomas Page; er ist also jedenfalls durch das Studium 
ihrer Schriften zum Teil auf seine Behandlungsweise gefilhrt worden, 
nur Imtte er etwas mehr von ihrer weit besseren Bezeichnungsweise 
annehmen dürfen. 

Einen weiteren Fortschritt machte die analytische Trigonometrie 
unter dem schon mehr erwähnten Friedrich Christian Maier 
(Mayer), welcher ihr zwei Aufsätze im H. und IV. B. der Kommen- 
tarien der Petersburger Akademie widmete. In dem 1. Aufsatze vom 
Jahre 1727, der den Titel „Trigonometria" fahrt (p. 12—30), beginnt 
der Verfasser allerdings mit der fehlerhaften Angabe, daß die Tan- 
gente eines stumpfen Winkels positiv sei, während er für die übrigen 
Funktionen das Zeichen richtig angibt; ebenso gibt er das Zeichen 
für Tangente und Cotangente von Winkeln im dritten und für die 
Gotangente von solchen im vierten Quadranten falsch an; es fehlt 
ihm eben die Erkenntnis, daß beim Durchgang durch das unendliche 
ein Zeichenwechsel eintritt, ein Umstand, der übrigens auch noch lange 
nach Euler nicht genügend gewürdigt wurde. Übrigens ist Mai er 
in Deutschland der Erste, der überhaupt von trigonometrischen Linien 
solcher Winkel spricht, die den zweiten Quadranten übersteigen! Auch 
beeinflussen jene Fehler seine späteren Untersuchungen nicht, da er 
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sie ausdrücklich nur f&r spitze Winkel anstellt. Seine ^^eue^ Methode 
bestand nun darin^ daß er sowohl für die Funktionen einzelner Winkel, 
als auch für die ihrer Summen und Differenzen eigene Buchstaben 
einführte^ aus ihnen Formeln herstellte und mit diesen algebraisch 
rechnete. So z. B. wird das Additionstheorem fiir den Cosinus 

durch die beiden Formeln ausgedrückt: ^~ und ^ ' ^ , das für 

die Tangente durch rr ytE. — 

Besonderes Gewicht legt Mai er auf direkt logarithmierbare Formeln 
und entwickelt daher z. B. die folgenden 

5— s^c+^^B^^ 5 — «^c^+C 5 s + 8 ^ c — C £ 
c — C 'S+8 A Q^ 2a 26 ^ r ' 26 2a "* r ' 

deren Bedeutung erkannt wird, wenn man beachtet, daß iS == sin a, 
C = cos a, 5 = sin /3, c = cos /J, 5 = cos"y-, -4. = sin^^-, 



2 ' ""'2 



$=tg""~", a = sin ^— -, 6 = cos --^- bedeuten. Übrigei 



2 



ms 



werden diese Formeln, die ihrem Inhalte nach längst bekannt waren, 
noch geometrisch abgeleitet. 

Die Einführung des bekannten Hilfswinkels von Thomas Streete 
zur Berechnung des Tangentensatzes geschieht dagegen auf analyti- 
schem Wege. Ist die kleinere Dreiecksseite = c, die größere = r, 
t die Tangente der halben Summe der Gegenwinkel und y die ihrer 

halben Diffierenz, so ist zunächst nach dem Tangentensatz -—^ = — • 

Betrachtet man jetzt die größere Seite als Radius und c als den 
Cosinus eines Winkels (x), „den man aus dem Kanon bestimmen 

kann", so ist nach einer früheren Formel ^-3-^ = ^, (V^*8y)^ 

also auch y =» -~- , also logarithmierbar. 

Der Cosinussatz der sphärischen Trigonometrie wird in folgender 

Form geschrieben: „Der Cosinus eines Winkels =0 r; ist dieser 

Winkel = B, so bedeutet g = cos 6, C «= cos c, c =• cos a, S =« sin c, 
5 = sin a in unserer Schreibweise. Indem nun Mai er hieraus sinvers B 

Ss+Cc 

« r - ~ ^?- -? = 2 sin* - bestinmit, findet er sin* Y ^ *^ — Ys 

=»r*-_T^- Außerdem bemerkt er, daß aus dem Cosinussatz 

sämtliche Formeln der sphärischen Trigonometrie, sowohl 
für das schiefwinklige, als auch für das rechtwinklige Drei- 
eck abgeleitet werden können, hat aber diese Ableitung selbst 
nicht gegeben. Dennoch geht hieraus heryor, daß Maier seinen Vor- 
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gängern an Tiefe des Einblickes in den Zusammenhang und die 
Bildung der Formeln weit Über war. 

Diese seine Methode wendet Maier in dem zweiten Aufsätze 1728 
auf ein „Problema trigonometrico-sphaericum" an, welches lautet: 
,,Wenn zwei sphärische Dreiecke so in einanderliegen, daß 'zwei gleiche 
Stücke sich decken, und außerdem vier andere 
Stücke gegeben sind, so können die sechs 
Übrigen gefunden werden/^ Er lost jedoch nur 
den Fall, daß in dem Dreieck PZ8 (Fig. 16) 
ZP,^8PZ^t,^SZP^a, und inAPZ^ 
<^ sPZ = f und <^ sZP = a gegeben sind 
und PS = Ps ist. Die astronomische Be- ^ 
deutung der Aufgabe ist unmittelbar zu er- 
kennen, wenn man beachtet, daß P der Pol, 
Z das Zenit, S und s zwei Stemörter mit 
gleicher Deklination sind. Die Formel, zu welcher er gelangt, lautet 

y "^ — c — ö ^' wobei y « cos PZ, ^ = sin ^, Jf =» ctg a, a =- sin t\ 

m = ctg «', C = cos t, c =^ cos f ist. Zur praktischen Ausführung 
der Rechnung bedient er sich dann wieder seiner früheren Formeln, 

indem er c — C^ setzt, wobei N=^^m—-- — , w = sin — 5 — 

bedeutet. Ahnliche noch schwierigere, wenn auch praktisch wenig 
nützliche astronomische Aufgaben löste Mai er unter beständiger An- 
wendung seiner Bezeichnungsweise xmd der damit möglichen analyti- 
schen Umformungen im V. Bande derselben Petersburger Berichte 
(1730), und seine Methode fand auch Anklang, indem sie von ver- 
schiedenen Autoren ähnlicher Abhandlungen, wie von Daniel Ber- 
noulli^), von Jakob Hermann*) und von Wolfgang Krafft^) an- 
gewendet wurde. Auch der berühmte Franzose Pierre-Louis Moreau 
de Maupertuis (1698 — 1759), der namentlich durch die Lappländische 
Gradmessung bekannt wurde, bediente sich in seinen Arbeiten, wie z. B. 
in seiner „Astronomie nautique"*) 1751, der Schreibweise Maiers. 

Das wichtigste Werk aber, in welchem diese Bezeichnungsweise 
angewendet ist, ist unstreitig die „ Analysis triangulorum'Won Friedrich 



1) Commentarii Acad. Petrop. IV, 1729, 89. Über die Geschichte des dort 
behandelten Problems vgl. Correspondance math^m. et physique par P. H. Fuß, 
Petersburg 1843. II, 319 ff. Brief Daniel Bernoullis an Goldbach vom 
22. September 1729. — 2) Comm. Acad. Petrop. lY, 94. — 3) Ebenda 110. — 
4) Maupertuis, Oeuvres IV, 93 ff. In dieser Schrift finden sich auch ähnliche 
Differentialbetrachtnngen, wie wir sie bei Cötes fanden. Eine sehr interessante 
Biographie Maupertuis^ hat Emil Du Bois-Reymond, Leipzig 1898, 
herausgegeben. 

▼. Braunmühli Geaohichte der Trigonometrie, n. 7 
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Wilhelm von OppeP), 1746 in 2® erschienen. Das Ziel, welches 
sich der Verfasser der Schrift setzte, aus wenigen geometrisch 
gewonnenen Sätzen die ganzen Formelsysteme der ebenen 
und sphärischen Trigonometrie durch algebraische Rech- 
nung zu entwickeln, hat er tatsächlich erreicht und damit eine 
Absicht verwirklicht, die vor ihm von keinem Autor systematisch 
durchgeführt worden war; allerdings macht die schwerfällige Be- 
zeichnungsweise die Lektüre seines Buches keineswegs zu einer An- 
nehmlichkeit. Zunächst entwickelt er die wichtigsten goniometri- 
schen Formeln, wobei er fast durchweg den Cosinus in der Form 
±:yo^ — p ausdrückt (o ist der Sinus totus, der überall beibehalten 
wird, und f der Sinus eines Winkels), das doppelte Zeichen betonend, 
indem er richtig erkennt, daß derselbe im zweiten Quadranten negativ 
ist. Unter diesen Formeln fanden wir die damals noch neue: 

4&«c«d« = a' (6 + c + rf) (6 + c - (f) (d + 6 - c) (c + d - 6), 
wo a den Sinus totus, 6, c, d die Sinus dreier Dreieckswinkel bedeuten. 
An die Aufstellung goniometrischer Formeln schließt sich die Entwick- 
lung der Formeln zur Berechnung ebener Dreiecke, bei deren Durchsicht 
wir der Tatsache begegnen, daß Oppel bereits jene beiden praktischen 
Formeln gefunden hat, die man bis heute allgemein dem Astronomen 
Mollweide (S. 87 und 93) zuschrieb, und zwar gibt er sie in einem 
Wortlaut an, der sich völlig mit demjenigen deckt, unter welchem 
sie noch heute gelehrt werden.^) Die erste Regel lautet: „Die Basis 
des Dreiecks verhält sich zur Differenz der Schenkel wie der Sinus 
der halben Summe der Basiswinkel zum Sinus der halben Differenz 
derselben^^, und ähnlich die zweite für die Summe der Schenkel. Seine 
Ableitung ist folgende: Nachdem er den Tangentensatz (a 4- 6) : (a — 6) 

= tg — 2 • *8 ^^-^- geometrisch aufgestellt hat, berechnet er aus ihm 
sin " "7 ^ , resp. cos ^^^^ und findet z. B. im ersten Falle sin — g- - 



= (a - 6) sin — t? :"|/(a -|- 6)« - Aah sin» "t^ = (a - fc) sin ^- : c, 
nachdem bereits vorher der Cosinussatz durch die Formel: c^^a^ + V 
— 2ah cos y = (a + 6)* — 4a6 sin* -~t bestimmt worden war. Be- 
nützt wird die zweite dieser Gleichungen später zur Berechnung der 



1) Oppel war Oberberghauptmann in Freiberg und lebte von 1720—1769. 
— 2) Oppel a. a. 0. § 84 und 85 p. 18. Geschrieben werden die Formeln: 
t? « (w — w) p : AB und j/a» — v* ^ {m + n) |/a* — p* : AB. Hier ist a der 
Sinus totus, V der Sinus der halben Differenz, p der Sinus der halben Summe 
der Winkel, m, n sind die Schenkel und AB ist die Basis. 
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Winkel eines Dreiecks^ Ton dem man eine Seite^ die Summe der 
beiden andern und den von diesen eingeschlossenen Winkel kennt. 
Im Anschlüsse an die Aufstellung der Hauptformeln findet sich 
dann eine Reihe zum Teile schwieriger Drei- 
ecksaufgaben behandelt^ wobei Oppel zu 
manchen neuen Resultaten kommt. So beweist 
er z. B. die Gleichung ^) sin Ä^ sin B^ sin C^ 
= sin A^ sin JSj sin C^ (Fig. 17), die ihn zur 
Ableitung des Satzes von Gera führt, und an ^^' ^ 

einer anderen Stelle findet er den Sinus eines Dreieckswinkels durch 
die drei Höhen h, i, k in der eleganten Form^): 




'hi) (hi + ik -kh)(kh + hi- ikj : 2kih^ 



a y{ik + kh + hi) {ik + kh 

ausgedrückt. 

Völlig neu und originell ist auch die Begründung seiner im zweiten 
Abschnitte behandelten sphärischen Trigonometrie; er leitet 
nämlich die Fundamentalsätze derselben aus dem Netze des zum 
Eugeldreieck gehörigen Dreikants ab. Wir fanden diesen Gedanken 
schon bei Gas well (S. 47) und 
R. J. Boscowich (S. 91), aber 
Oppel gebührt unstreitig das 
Verdienst, die Methode syste- 
matisch durchgeführt zu haben. 
Hierbei verfuhr er, um z. B. den 
Sinussatz abzuleiten, folgender- 
maßen. Er klappte die beiden 
Seitenflächen ABE und AFB 
des Dreikants (Fig. 18) in die 
Ebene der Seitenfläche AEF um, 
machte AB «^ sin. tot., und kon- 
struierte, wie aus der Figur leicht zu ersehen, die Neigungswinkel 
MEß und MFß der Flächenwinkel an den Kanten AEy resp. AF. 
Ist jetzt sin 2?^i^=- 6, sinJ8J.jB-rf, so i^^ BE : BF ^ d:b, oder 
Eß : Fß ^ d : 6; aber Eß : Fß ^ cosec ßEM : cosec ßFM 
^ am ßFM: sin ßEM, also auch d:b ^ am ßFMiBm ßEM, und 
die "Übertragung dieses Satzes ist durch die vorbeigehenden Erörte- 
rungen evident. An derselben Figur wird daim der Gosinussatz für 
die Seiten bewiesen.^) Bezeichnen wir, um die Sache übersichtlicher 
zu machen, ^BAE mit a, ^EAF mit h, ^FAB mit c, und 
-^MFß mit a und setzen AB = 1, so hat Oppel schon in der 




1) A. a. 0. § 150, 33. — 2) Ebenda § 160, 35. — 3) Ebenda § 76, 66—67. 

7* 
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A TP _ A TP ona 7» 

ebenen Trigonometrie die Beziehung FM = v—r für das 

Kreisviereck EAFM bewiesen. Nun ist aber AE = cos a, AF = cos c 
und somit FM sin 6 = cos a — cos c cos h. Aber BF : FM 

cos a — cos C cos 6 n a -rmr t a i 

= sm c : -^-j^ = Fß : FM = 1 : cos a. Also cos a 

smo "^ 

== «:^ 1. ^: • Auch die Fälle, in denen die hier vorkommenden 

sin sm c ' 

Winkel teilweise stumpf sind, werden in Betracht gezogen, und die 
dann resultierenden Zeichenänderungen bestimmt, und außerdem wird 
der Gosinussatz noch auf eine zweite Art aus einem anderen Satze 
abgeleitet. Endlich wird bemerkt, daß sich aus dem Sinus- und 
Gosinussatze allein sämtliche Formeln der sphärischen Trigonometrie 
ableiten lassen, und gezeigt, wie man mittelst des Supplementär- 
dreiecks zu jeder Formel eine reziproke bilden kann.*) Daran 
schließt sich die Entwicklung einer großen Zahl von Formeln, und 
es ist nur auffällig, daß Oppel hierbei nirgends auf bequeme Logarith- 
mierbarkeit ^derselben Rücksicht nimmt*), es kommt ihm eben nur 
darauf an, die Formeln nach Möglichkeit rechnerisch zu gewinnen. 

Oppels Behandlungsweise, wie eine Menge seiner Resultate sind 
entschieden originell zu nennen, und er hätte sicher Nachahmer ge- 
funden, wenn nicht in des großen Eulers Arbeiten auch hier, wie 
so oft, das Bessere der Feind des Guten gewesen wäre. 

Bevor wir uns aber zu diesem Manne wenden, wollen wir noch 
einmal einen kurzen Rückblick auf die Forschungen werfen, die wir 
in diesem Abschnitte besprochen haben. Dieselben gipfeln in der 
erfolgreichen Ausbildung der analytischen Methoden zur allgemeinen 
Behandlung der Multiplikations- und Teilungsformeln goniometrischer 
Funktionen, und die Einführung des Imaginären durch Johann Ber- 
noulli und De Moivre eröffioiete neue Wege zur Lösung der Teilungs- 
gleichungen; Lagnys und Machins' Arbeiten boten verbesserte Hilfs- 
mittel zur Berechnung der Zahl jt, und das enorme Rechentalent 
Sharps forderte sowohl diese als auch die direkte Bestimmung der 
trigonometrischen Funktionen aus den Reihen Newtons. Dazu kam 
die Ausbildung der praktischen Interpolationsmethoden durch letzteren 
und seinen Schüler Stirling, Methoden, welche von da ab bei der 
Tafelberechnung eine große Rolle spielten. Nicht so bedeutend waren 
die Neuschöpfungen in dem Gebiete der elementaren Trigonometrie, 
die nur durch wenige Sätze ergänzt wurde, und nur die allmähliche 
Einführung der algebraischen Rechnung, teils durch Newton und 

1) A. a. 0. § 77 in Verbindung mit § 32 Sectio ü. — 2) So finden sich 
z. B. die Neperschen Formeln nicht unter den seinigen, dagegen eine ganze 
Reihe anderer, die dasselbe leisten, ohne jedoch direkt logarithmierbar zu sein. 
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andere Engländer^ teils durch Eresa, Maier und Oppel deutete die 
Richtung an^ nach welcher eine YerYoUkommnung der alten Methode 
erwünscht und möglich war. In praktischer Weise geleistet wurde 
eine solche erst von Euler ^ durch dessen geniale Schöpfungen unsere 
Wissenschaft völlig umgestaltet wurde und jene geschmeidige Form 
erhielt, in der sie uns noch heute die Yorzüglichsten Dienste leistet. 



4. Kapitel. 
Leonhard Enler. 

% 1. Eulers Verdienste um die Beform der Goniometrie. 

Die beiden letzten Drittel des 18. Jahrhunderts beherrscht in der 
Entwicklung der mathematischen Wissenschaften Leonhard Eulers 
gigajitische Gestalt. Alle Gebiete mathematischen Denkens hat sein 
schöpferischer Geist erweitert und vervollständigt, manche so gut wie 
neu geschaffen, manche und darunter vor allem unsere Wissenschaft 
von Grund aus umgestaltet. Die Richtung seiner natürlichen Be- 
gabung veranlaßte ihn in erster Linie, die analytische Form aus- 
zubilden und zu immer größerer Vollkommenheit zu entwickeln, und 
in diesem allgemeinen Bestreben erkannte sein Scharfblick sofort, 
was im speziellen der Trigonometrie nottat, um sie geschmeidiger 
und für die praktische Rechnung verwendbarer zu machen, nämlich 
eine ausgebildete Formelsprache. In der Schöpfung und 
Vervollkommnung derselben liegt daher auch sein haupt- 
sächlichstes Verdienst um den, wenn man so sagen darf, elemen- 
taren Teil des uns interessierenden Wissenszweiges. Aber auch nach 
anderen Richtungen hin ist seine reformatorische Tätigkeit von nicht 
geringer Bedeutung. So verdanken wir ihm die konsequente Auf- 
fassung der trigonometrischen Linien als Funktionen eines Winkels, 
indem er sie einerseits als Verhältnisgrößen ansah, aber auch un- 
abhängig von jeder geometrischen Deutung ein rein analytisches 
Fundament für dieselben schuf, ihre analytischen Eigenschaften 
untersuchte und verwendete. Li letzter Linie endlich ist seine Tätig- 
keit inbezug auf die Ereismessung und verwandte Gebiete für uns 
von Literesse, da er auch hier neue Mittel und Wege fand — und 
zwar in fast unerschöpflicher Fülle — um zu beliebig genauen näherungs- 
weisen Lösungen zu gelangen. 

Bevor wir nun Eulers Tätigkeit nach diesen verschiedenen 
Richtungen ins Auge fassen, wollen wir einen kurzen Überblick über 
die Lebensverlutltnisse dieses hervorragenden Mannes geben. 



102 4. Kapitel. 

Leonhard Euler*) wurde 1707 zu Basel als Sohn des Geistlichen 
Paul Euler geboren, der selbst ein begeisterter Schüler Jakob Ber- 
noullis gewesen war und seinen Sohn, der von ihm die Neigung zur 
Mathematik geerbt hatte, zunächst selbst unterrichtete. Frühzeitig bezog 
dieser die Universität Basel imd erlangte schon mit 16 Jahren die 
Magisterwürde. Sein Lehrer in der Mathematik war Johann Bernoulli, 
seine Studiengenossen waren des letzteren Söhne Nikolaus 11 und 
Daniel, die ihn an Alter um 12, bezüglich 7 Jahren übertrafen. Als 
Katharina I. 1724 nach einem Entwürfe Peters des Großen die 
Petersburger Akademie gegründet hatte, wurden Nikolaus und Daniel 
dahin berufen, und als ersterer bald starb, folgte ihm Euler, eben 
20 Jahre alt, als Adjunkt für das mathematische Fach nach. Doch 
erst 1730, als der uns schon bekannte Schweizer Jakob Hermann, 
dann Bilfinger und Daniel nacheinander Petersburg verlassen hatten, 
wurde Euler Mitglied der Akademie. Die infolge der beständigen 
Palastrevolutionen und Throneswechsel auch für die Akademie uner- 
quicklichen Verhältnisse verleideten ihm jedoch seinen Aufenthalt eo, 
daß er 1741 einem Rufe Friedrich des Großen nach Berlin folgte, 
wo er 1744 Direktor der neugestalteten mathematischen Klasse der 
Berliner Akademie wurde. Als aber unter Katharina II. eine neue 
Blütezeit der Wissenschaften in Petersburg begann, kehrte er 1766 
wieder dahin zurück. Leider hatte er das Unglück, noch in demselben 
Jahre völlig zu erblinden, nachdem er schon 1735 das eine Auge ver- 
loren hatte. Aber dennoch arbeitete er, unterstützt von einem aus- 
gezeichneten Gedächtnis und der Beihilfe aufopfernder Freunde bis 
zu seinem Tode (1783) mit ungebrochenem Eifer fort. Seine Schriften 
bestehen aus 32 Quartbänden und 13 Oktavbänden selbständiger Werke 
und gegen 800 Abhandlungen*), von denen viele noch nach seinem 
Tode erschienen — fürwahr eine beispiellose Fruchtbarkeit, die uns 
noch mit um so größerer Bewunderung erfüllt, als seine Tätigkeit 
alle Gebiete der reinen und angewandten Mathematik umspannte und 
überall Neues und Bahnbrechendes zu Tage förderte. 

Was die Trigonometrie anlangt, so sehen wir, daß Eni er schon 
frühzeitig die Notwendigkeit erkannte, sie in formaler Weise anders 
als bisher zu behandeln, denn in einem seiner ersten Aufsätze vom 
Jahre 1729') schreibt er den Cosinussatz der sphärischen Trigono- 
metrie für das AABC in der Form: 



1) Allgemeine deutsche Biographie VI, 422, Artikel von M. Cantor. — 2) Das 
beste Verzeichnis von Eulers Schriften ist der Index operum Leonardi Eulen 
von Johann Hagen, Berlin 1896, S^. — 3) Solutio problematis astronomici etc. 
Comm. Ac. Petr. IV, 98. 
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,. . COB : BC — CO« : AB • cos : AC 
coB. anguh A JäbTJÄC 

und leitet in einem Corollar daraus die Formel 

cos : BC = cos lAB- cos : AC + cos J. • sAB - sAC 
ab; die wir in dieser Gestalt bei keinem früheren Autor finden. 

Also schon hier ist der Sinus totus » 1 gesetzt und von 
der spätem Schreibweise fehlt nur noch die bequemere Bezeichnung 
der Seiten und die Abkürzung ;;8in'' statt j^^. Von dem hier mit 
diesen und ähnlichen Formeln elegant gelösten Probleme^ aus drei 
Stemhöhen und den Differenzen der Beobachtungszeiten die Polhöhe 
und die Deklination des Sternes zu finden, gaben auch gleichzeitig 
Daniel BernouUi, Hermann und Krafft Lösungen, bedienten sich 
aber, wie schon früher bemerkt, hierbei der Schreibweise Maiers. 

Da übrigens die bedeutenderen Arbeiten Eulers über Trigono- 
metrie einer weit späteren Zeit angehören, so wollen wir zunächst 
ein Bild von der völligen Umgestaltung zu geben suchen, welche 
durch ihn die Goniometrie erfuhr. Dabei fassen wir den Begriff 
der Goniometrie im weitesten Sinne auf, indem wir zu derselben nicht 
nur die Relationen zwischen den Winkelfunktionen rechnen, sondern 
auch die analytischen Formeln zur Berechnung derselben, sowie das 
Multiplikations- und Diyisionsproblem der trigonometrischen Funktionen. 

Die goniometrischen Formeln im engeren Sinne hat 
Euler in seinem berühmten Werke „Introductio in Analysin infini- 
torum^, Lausannae 1748, 2 Voll, in 4^ zum erstenmal in der neuen 
Schreibweise, die ganz der unsrigen entspricht, zusammengestellt. 
Indem er nämlich (Kap. 8, § 127) unter z einen beliebigen Bogen des 
Kreises versteht, „dessen Radius beständig gleich 1 gesetzt werden 
soll'', schreibt er sin. A • z oder sin. xr, cos. A • z oder cos. z, tang. jer, 
cot. Zj sec. Zy cosec. z {A==* arcus); hier und da kommt auch in seinen 
Schriften sin. v • für sinvers vor. Euler hat weder in der Intro- 
ductio, noch sonst irgendwo die trigonometrischen Funktionen aus- 
drücklich als Verhältnisse der Seiten des rechtwinkligen Dreiecks, 
d. h. also als Zahlen, definiert, aber für den, welcher seine Schriften 
genauer kennt, besteht dennoch kein Zweifel, daß er sie als solche 
auffaßte, deim an verschiedenen Stellen^) finden sich direkt Verhält- 



1) So z. B. in dem Aufsatze ,,AimotationeB in locum qnendam Cartesii ad 
circuli qnadraturam spectantem'^ Novi Gomin. Acad. Petr. Vin, 1760 — 61, 159 ff.; 
femer auch in seinem Hanptaufsatze ,,Trigonometria sphaerica nniversa^', Acta 
Acad. Petr. 1779, I, 73. (Vgl. die Übersetzung von E. Hammer, Ostwalds 
Klassiker der exakten Wissenschaften No. 73, p. 41, daselbst steht: bp^^^Ch- sin (7, 
Cp =i Cb COB C.) Wir können uns daher der jüngst ausgesprochenen Ansicht 
(E. Haentschel, „Über die verschiedenen Grundlegungen der Trigonometrie, 
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nisse geschrieben. Auch war er hierzu schon dadurch gezwungen^ 
daß er sie als Winkelfunktionen in die Analysis einführte, 
wie Johann BernouUi die Logarithmen*), und Simon KlügeP) 
sagt daher mit YoUem Rechte: ,,Nach der alten Ansicht der gonio- 
metrischen Funktionen waren es bloße Linien, die man unter sich 
imd mit dem Halbmesser zu Gleichungen verknüpfte . . ., und hier 
den Halbmesser zur Einheit nehmen, war nur Ersparung im Schreiben, 
welche die Gleichartigkeit (Homogenität) der Glieder zerstörte. Nach 
der neuen, durch Euler eingeführten, sind sie Zahlgrößen, 
welche die Gleichartigkeit der Glieder nicht aufheben, . . .^) 

Im § 127 der Introductio erwähnt nun Euler zunächst „als aus 
der Trigonometrie bekannt" die Werte von Sinus und Cosinus für 

'3t ^1t 

^ = 0, Y Ä, — 7 2;r, gibt cos z =-9im{\%'- z), sin jsr = cos (l ;r — jsr) 

und (sin zy + (cos z^ = 1 an und definiert tang z = und cot z 

= ^— - = r Dann teilt er im nächsten Paragraphen die Ad- 
ditionsformeln der beiden Grundfunktionen mit und leitet aus 
ihnen zum erstenmal die Formeln für die Vermehrung des 
Argumentes um ganze Perioden und Periodenhälften in all- 
gemeinster Weise ab, denen er dann in § 129 noch die Formeln 
für sin • und cos • (2y + jgf), (3y -f z), {4ty + z) beifügt. Daß hierzu 
die Gültigkeit der Additionsformeln auch für nicht spitze Winkel 
zuerst hätte bewiesen sein sollen, hat er allerdings außer acht ge- 

Wissenschaftl. Beil. ztun Jahresbericht des KöllniBchen GymnaBiums zu Berlin 
1900), Euler habe, wie seine Vorgänger, die trigonometrischen Funktionen nur 
als Linien betrachtet, nicht anschließen. Daß er sie gelegentlich auch als 
Linien im Kreise mit dem Radius 1 auffaßte, daran besteht natürlich kein Zweifel. 
1) In seiner Abhandlung „Subsidium calculi sinuum", Novi Comm. Acad. 
Petr. V, 164—166 sagt er hierüber ausdrücklich: „Dadurch, daß der Sinuskalkül 
in die Analysis aufgenommen wurde, so daß die Sinus, Cosinus, Tangenten der 
Winkel den Rechnungsvorschriften wie die Logarithmen unterworfen sind und 
ebensolche algebraische Größen darstellen, hat die Analysis zweifelsohne einen 
großen Zuwachs erhalten ... Ebenso (wie Johann Bernoulli die Logarithmen 
zu analytischen Größen gemacht hat) glaube ich die Sinus und Tangenten der 
Winkel zuerst in den Kalkül eingeführt zu haben, so daß man sie wie andere 
Größen behandeln und mit ihnen alle Operationen ohne jedes Hindernis aus- 
führen kann. Wenn dies auch nicht von großer Wichtigkeit scheinen möchte, 
da es hauptsächlich auf der von mir in die Rechnung eingeführten Bezeichnungs- 
weise dieser Größen beruht . . ., so hat doch eben diese Art der Bezeichnung 
nachmals der ganzen Analysis so große Hilfsmittel verschafft, daß dadurch ein 
fast neues Feld erschlossen wurde ..." — 2) Wörterbuch II, 1806, 618. — 
3) Wie wir weiter unten sehen werden, war S. Kl ü gel selbst der erste, der in 
seiner „Analytischen Trigonometrie" 1770 diese Definition zum präzisen Aus- 
druck brachte. 
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lassen. Im § 130 folgen die vier pxosthaphäretischen Formeln in 
unserer Sclireibweise, sowie jene für Sinus und Cosinus des halben 
Winkels, denen sich im § 131 die Gleichungen anschließen, durch 
welche die Summen und Differenzen von sin a und sin b, cos a und 
cos b in Produktform dargestellt werden. § 132 bringt dann die 
Gleichung 

(cos X ± y^-i sin x) (cos y ± Y— 1 sin y) = cos (x + y)± ]/^ 1 sin (x + y), 
welche noch auf drei Argumente ausgedehnt wird. Da das Gesetz 
der Bildung solcher Produkte sofort erkennbar ist, schließt er im 
folgenden Paragraphen auf die Formel 

cos • m = (coB • z + y^T Bin • zY + (cofl ■ z — y^^ Bin ■ zT 

und die analoge für sin • nz und gewinnt durch Entwicklung der 
Binome die bekannten Ausdrücke für cos • mf und sin • nz in Funktion 
der Potenzen Ton cos • z und sin • z. Ist nun 5, so fährt er in § 134 
weiter, ein sehr kleiner Bogen, so daß Bui' z ^ z und cos • £r = 1 ist, 
und läßt man n eine unendlich große Zahl bedeuten, so daß nz ein 

endlicher Bogen v wird, so wird sin • i? = jsr = — und man erhält die 

bekannten Potenzreihen für sin • v und cos • v. Es ist dies die 
erste Ableitung der Sinus- und Cosinusreihe ohne Integral- 
rechnung. Setzt man dann weiter v = — 90®, so bekommt man die 
Potenzreihen für sin • A — 90® und cos • 4 — 90®, die Euler bis zur 

29. beziehungsweise 30. Potenz fortsetzt und ihre Koeffizienten auf 
28 Dezimalen anführt. Diese Reihen hatte er übrigens schon 1739 
in dem Aufsatze „Methodus facilis computandi angulorum sinus ac 
tangentes, tam naturales, quam artificiales^'^) mitgeteilt, wie er sagt: 
„ut alios calculo tam taedioso liberem.'^ Ebenda finden sich auch schon 

die im § 135 der Introductio angeführten Reihen für tang • A — 90® 
und cot • -4 — 90®, welche mit 13 stelligen Koeffizienten bis zur 
25. Potenz incl. von — fortgeführt werden, ohne eine Ableitung an- 
gegeben. Auch in der Introductio erwähnt er a. a. 0. nur, daß man 
sie durch Division der Sinus- und Cosinusreihen erhalten kann, gibt 
aber dann später (§ 198 a und 198 b) eine ausführliche Ableitung der- 
selben. Diese beruht darauf, daß er die Nullstellen der Funktion 

cos -z: — h tff — • sin - -- sucht und sie mit Hilfe derselben in ein 
unendliches Produkt entwickelt. Indem er dann andererseits die Potenz- 



1) Comm. Acad. Petrop. XI, p. 194 ff. 
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reihen für cos r— und sin ^r- einführt und das unendliche Produkt 

ausmultipliziert^ erhält er durch Gleichsetzen der Koeffizienten gleich- 
hoher Potenzen von x verschiedene Reihen^ von denen die erste 

JT , mit * _L ^ j_ ^ _i- 

4mn ^277"" n* — w* "^ 9n' — w * *" 26n« — m« ' * * * 

lautet; ähnlich ergibt sich die Reihe 

^^ 2» ~" m^ «~ Uw* — w* "^ 16 n* — m« "^ 36n« — w»"^ ' " / 

Nun werden die einzelnen Glieder dieser Reihen durch Division wie- 
der in unendliche Reihen entwickelt , welche alle von den Formen 

l + ^ + gfe + ^ + **- "^^ ife + ^V + ??+ ••• sind. Die Summa- 
tion dieser Reihen, welche Jakob Bernoulli noch ein unübersteig- 
liches Hindernis zu bieten schien, hatte aber Euler bereits 1734 — 35 
geleistet.^) 

In den §§ 136 und 137 der Introductio werden die Mittel an- 
gegeben, um die vollständige Berechnung der Funktionentafeln mit 
Zugrundlegung dieser Reihen zu ermöglichen. Hierzu bemerkt Euler 
zunächst, daß mit Hilfe der schon seit Vieta bekannten Formeln 
sin (dO^ + 0)^coBZ- sin (30<> - js) und cos (30« -f je?) - cos (30® - z) 
— sin z die Sinus und Cosinus aller über 30° liegenden Winkel aus 
denen der Winkel unter 30° durch bloße Addition und Subtraktion 
gefunden werden können, dann folgert er aus dem Additionstheorem 

der Tangente die Formeln tg 2a = ^ ^ ^ — und ctg 2a = — ^7"^^ 

und hieraus fdr a - 30» - 6 tg{3(/> + 2b)^''^^^^^^-^-^^^^^^, 

Formeln, mit denen sich auch die Cotangenten und Tangenten der 
Bogen, die größer als 30° sind, ergeben. 

Der nächste Paragraph 138 bringt die analytische Definition 
der Sinus- und Cosinus-Funktionen mit Hilfe der Exponen- 
tialfunktion. Wir sahen (S.72), daß Johann Bernoulli bereits 1702 
den Zusammenhang zwischen dem Arcustangens eines reellen Winkels 
und dem Logarithmus einer imaginären Zahl entdeckt hatte. Euler 

aber hatte 1740*) bemerkt, daß die Ausdrücke - ^,~% xmd -^-^^^ 
^ sin (nYq) tg(«l/— g) 

1) De summis Beriemm reciprocamm. Commentarii Ac. Petr. VII, 123 AT. 
Introductio § 175. Johann Bernoullis Aufsatz über denselben Gegenstand 
Opera IV, 20 ist erst nach jenem Eulers geschrieben. Siehe Correspondance 
math^m. von P. H. Fuß 11, 15 — 17. — 2) De seriebus quibusdam considerationes. 
Comm. Ac. Petr. Xu, p. 66. 
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die reellen Werte - - -,.— ^-2 und "/.—''—besitzen.^) Von 

e'^^y^-l e^^y^-1 

dieser Zeit an scheint er sich näher mit der Sache beschäftigt zu 
haben ^ denn am 9. Dezember 1740 schrieb er an Goldbach*), er 
habe das merkwürdige Paradoxon gefunden, daB der Ausdruck 

2+ V=^ 4. 2" ^''-^ 

Y nahe •= }| sei, daß sein wahrer Wert aber durch 

cobS9^ 42' 51" 52'" 9^ dargestellt werde. Hieraus folgt aber doch 
im Zusammenhalt mit den oben angeführten Ausdrücken, die er nur 
nach sin :t y'— q und tg sr Y — q aufzulösen brauchte, daß er bereits 

damals im Besitze der Formeln cos v « un(l sin t; •= — --. ^ 

2 2t 

war. Auf die Ableitung derselben aus den Ausdrücken 

('+'irH'-'ir , . (•+^)"-('-^)" 

cos V = „ und sin v = . 

für w — cx>, welche er in § 138 der Introductio angibt, scheint er 
aber erst durch eine Mitteilung gekommen zu sein, welche ihm 
Nikolaus I Bernoulli*) in einem Briefe vom 13. Juli 1742 machte. 
Dieser schrieb ihm nämlich^), er habe schon 1728 seinen Onkel (Johann 

Bernoulli) mit der Formel smnA^^y~~ '' '^ '*^\~ ^^^-^ '--I^f^l 

^ 2t 

bekannt gemacht, welche für x? = sin Ä und ^ = — bei unendlich großem 

n übergehe in sin s = . , und darauf hin teilte dann 

Euler in einer Abhandlung vom Jahre 1743*) ohne weiteren Beweis 
1 H ) ) und sin s = ^r^ — mit, aber erst 

n/(n = oo) 2t ' 



1) Diese Ausdrücke ergaben sich ihm nämlich als Summen reeller Reihen, 
woraus er schloß, daß sie selbst reell sein müßten, und aus dem bekannten Zn- 
sammenhang der ArcusfunkÜonen mit dem Logarithmus ihren Wert bestimmte. 
(Vgl. die Methode Eulers bei Beiff, Geschichte der unendlichen Reihen 1889, 
104). — 2) Corresp. mathdm. v. Fuß I, 111. Christian Goldbach (1690— 
1764) kam 1725 nach Petersburg, wo er Mitglied und Sekretär der Akademie 
wurde, 1742 trat er als Eollegienrat in das russische Ministerium ein. — 8) Wir 
schreiben hier und im folgenden statt }/ — i zur Abkürzung das Gaußsche t. — 
4) Nikolaus I Bernoulli war 1687 in Basel geboren, von 1716 — 19 Professor 
der Mathematik in Padua, dann in seiner Vaterstadt Professor der Rechtswissen- 
schaften. Er starb daselbst 1769. — ö) Corresp. mathöm. von Fuß ü, 688. ■— 
6) De summifl serierum reciprocarum ex potestatibus numerorum naturalium 
ortarum. Miscellanea Berolinensia VIl, 177. — 7) Übrigens hatte Eni er schon 

1730—31 erkannt, daß für jir = — — log o; ist. Comm. Ac. Petr. Y: 

De progressionibus transcendentibus, seu quarum termini generales algebraice 
dari nequeunt. 
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in der Introductio stellte er beide Formeln zusammen, gab ibre Ab- 
leitung und schloß auch noch die Gleichungen &^ ^ cos v + i sin v 
und e""' =» cos t? — i sin V daraus, und ein Jahr später (1749) teilte 
er auch die Definitionen von sin (x + iy) und cos (x + iy) mit.*) 
In den beiden folgenden §§ 139 und 140 yervollständigt 

Euler diese Formelgruppe, indem er noch is ^ —. log , . . ^ 

^ rr 7 2 » ° COB z — % Sin Z 

== — . log z,~-^ß-^ ableitet und aus dem letzten Ausdrucke durch Ein- 

2t °1— ttgaf 

führung der logarithmischen Reihe jene fQr den Arcustangens und 
hieraus die Leibnizsche Reihe für ^ gewinnt. Wie er erstere zur 
Berechnung von % benutzte, werden wir später sehen. 

Ergänzungen zu den im 8. Kap. der „Introductio" gegebenen Ent- 
wicklungen von Sinus und Cosinus eines vielfachen Winkels nach 
Potenzen dieser Funktionen des einfachen Bogens gab Euler 6 Jahre 
später in dem Aufsatze „Subsidium calculi sinuum"*), indem er um- 
gekehrt von dem für positive ganzzahlige n bewiesenen Moivreschen 
Satze ausgehend cos'* 9 und sin" 9') durch Cosinus und Sinus der 
Vielfachen des Winkels ausdrückte. Er erhielt dadurch die Glei- 
chungen:*) 



2"- ^ cos" ^ = ^ f ** j cos (n — 2p) il> , 
2*«-i sin*«i^ = 2 ("~ ^y C**) ^^^ (^^ — ^P)'i'> 

p = 2« — 1 

2*«-« sin*"- V = 2 C ~ ^) sin (4w - 2/) - 1) t, 

p = 2» — 1 

24«-8 sin*»- V =2^ ("" '^)'''"^' C** " ^) ^^^ (4n - 2 ~ 2p) ^, 

p=0 \ P / 

p==2» — 2 

24«-* 8in«»-» Hi^^i— 1)" f ~ ^) sin (4m - 3 - 2p) t, 



welche zunächst für ein positives ganzzahliges n richtig sind. Euler 
aber setzt skrupellos n negativ, ohne sich nur im mindesten um die 
Konvergenz oder Divergenz der hierdurch entstehenden unendlichen 

1) M^moires de V Acaddmie de Berlin 1749, 278. Man erkennt aus dieser 
Darstellung, daß weder Euler, noch die übrigen deutschen Mathematiker davon 
Kenntnis hatten, daß bereits 1722 Cotes in der Harmonia mensurarum die 
Gleichung log« (cosa; -{-Y — 1 sina;) = xY — 1 gegeben hatte. (Bibl. math. II, 
1901,442.) — 2) Novi Comm. Acad. Petr. V, 1764—55, 164. — 3) Euler schreibt 
stets sin qp" statt (sin g?)". — 4) Natürlich sind bei Euler die Reihen in extenso 
ausgeschrieben. 
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Reihen zu bekümmern, obwohl er schon 1743 von Nikolaus I Ber- 
noulli auf die Notwendigkeit der Konvergenz-Untersuchungen auf- 
merksam gemacht worden war.^) Dadurch gelaugt er zu ver- 
schiedenen unrichtigen Resultaten, die wir hier nicht weiter anmerken 
wollen. Dagegen teilen wir noch mit, daß Euler sich auch eine 
Reihenentwicklung für sin*" (p cos" (p verschafft und zum Schlüsse 
noch den Satz beweist, daß, wenn man die Summe der Reihe 
Z = Aif^ + Bj3"'^^ + C;ef™+*" + • • • finden kann, auch die Summen 

S ^ ÄC08 m(p + J5 cos (w + w) 9? + C cos (w + 2n) 9? + • • •, 

T = -4 sin mq> -f 1? sin (w + w) 9 + C sin (w + 2«) 9 + • • • 
bestimmt werden können, wozu er beifügt, daß mit HiKe dieses Theo- 
rems viele Reihen summiert werden können, die nach dem Sinus 
oder Cosinus der Vielfachen eines Winkels fortschreiten. In den 
Beispielen, welche er mitteilte, sind zum erstenmal rationale Funk- 
tionen des Arguments durch solche Reihen ausgedrückt. 

Viele Jahre später (1773 und 1776)*) kam er wieder auf dieses 
Theorem zurück. Da aber diese Betrachtungen bereits in die Theorie 
der Darstellung der Funktionen durch trigonometrische Reihen ge- 
hören, die jenseits unseres Planes liegt, so gehen wir nicht weiter 
darauf ein.') 

Dagegen wollen wir noch einige Worte über die Summierung 

der Reihen ^ sin (s + ftw) und ^ cos {s + fiü) hinzufügen, welche 

Euler schon 1743 im VII. Bande der Miscellanea Berolinensia (129 ff.) 
gegeben hatte, da er sie zur Ausführung gewisser Integrale brauchte. 
Auch auf sie kam er wieder im 14. Kapitel der „Introductio" zurück 
(§ 258 — 261), indem er sie als speziellen Fall der unendlichen rekur- 

fiesco ^ g=O D 

reuten Reihen ^ s^ sin (s -f /im) und ^V gf' sin (s + ftw) für j? = 1 

auffassen zu dürfen glaubte und ihre Summen als Differenzen zweier 
in der Tat divergenter unendlicher Reihen erhielt.*) 

1) Corresp. math. v. Fuß ü, 708—710. Brief vom 29. November 1743. — 
2) Novi Comm. Acad. Petrop. XVllI, 1773, 32 ff. und Nova Acta Acad. Petrop. 
Vn, 87; erat 1789 nach seinem Tode veröffentlicht. Vgl. auch ebenda XI, 1793, 
94 und 114. — 3) Vgl. Näheres hierüber bei Reiff, Geschichte der unendlichen 
Reihen 124 — 140. — 4) Etwas später als Euler behandelten dieselben Reihen auch 
Bossut in Mämoires de TAcad. Paris 1769, Daniel Bernoulli in Novi Comm. 
Acad. Petr. XVIII, 1778, 3 ff. und Lex eil ebenda 87 ff., und letzterer gibt hier 

% — n 

gleichzeitig mit Euler (ebenda p. 24) die Summen der Reihen ^ sin^nqp imd 

^ cos^ n tp. 
«=1 
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Diese Untersuchungen über die Funktionen von Winkeln, welche 
in arithmetischer Progression fortschreiten, veranlaBten ihn später^), 
auch die Beziehungen der Funktionen solcher Winkel zu studieren, 
die in geometrischer Progression aufeinander folgen, wobei er von 

dem schon 1737 mitgeteilten Ausdruck*) s = sin 5 sec -|- sec ^ • • • 

ausging und Reihen erhielt, die ihm auch zur Berechnung von % 
dienten. 

Eine große Rolle in Eulers analytischen Untersuchungen spielt 
die Darstellung der trigonometrischen Funktionen durch 
unendliche Produkte, da er durch sie in den Stand gesetzt wurde, 
das von Johann Bernoulli gestellte Problem der Summierung der 

Reihen von der Form ^. -^^ für ein positives ganzzahliges m völl- 
ig ♦* "* 
ständig zu lösen. Schon in dem Aufsatze „De summis serierum 
reciprocarum" 1734 — 35^) bewerkstelligte er die Zerlegung des Sinus 

in Faktoren. Zunächst betrachtete er die Gleichung 0=1 

+ -j — 61 + ' ' *^ ^^ y = sin s ist, als eine Gleichxmg von unend- 
lich hohem Grade und zerlegte sie mit Hilfe der seit Moivre be- 
kannten Periodizität des Sinus in das Produkt 

(•-x)('-fi.)(l-^-J(l-|?T^('-:r^'+^)-. 

wobei A den kleinsten aresin j/ bedeutete und ^ noch statt ic ge- 
schrieben war.^) Aus dem Satze über den Zusammenhang der Wurzeln 
einer Gleichung mit ihren Koeffizienten ergeben sich dann die ein- 
fachen symmetrischen Funktionen der ersteren und hieraus mit dem 
Newton sehen Satze auch die Potenzsummen derselben. 

Für den Fall, daß y = sin -4 = 1, also A.^ — war (Euler schreibt 

dafür q) ließen sich dann unmittelbar die gewünschten Reihensummen 
durch Potenzen von % darstellen. So ergab z. B. die Summe aller 
Wurzeln die L e ihn iz sehe Reihe, die Summe der Quadrate derselben 



1) Opuscula analytica Petr. 1783 in 4®, 346. — 2) Comm. Acad. Petr. VII, 

234 — 236. Für « = — , welchen Fall Euler zur Bereclinung von n auf 6 De- 

zimalen benützt, geht die obige Faktorenfolge in die schon von Yieta gegebene 
über. (Siehe I.Teil, S. 172). Euler leitet sie in den Opuscula durch fortgesetzte 

B 8 

Anwendung der Formel sin s = sin —- • cos — ab. — 8) Comm. Acad. Petr. 

2 2 

VII, 123 ff. — 4) TT schreibt Euler zum erstenmal in Comm. Acad. Petr. IX, 

166, von wo ab diese Bezeichnung Eingang fand. 
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die Reihe ^ j^ — 11 V)^ = ^ u. s. w., und hieraus ließ sich dann auch 

11 = 00 

leicht die Summe der Reihe ^^ "sm gewinnen.*) Von größerem In- 

teresse als diese Folgerungen ist aber für uns die direkte Darstellung 
des Sinus als ein unendliches Produkt, welches Euler diesen Ent- 

«' «* «' 
Wicklungen anschloß. Die Reihe 2/ = «— 3] + t^--71+'' gibt 

(Ä* Ä* Ä* \ 

1— — + — — ~+-j und da die Bögen, 

deren Sinus gleich Null sind, 7t, — 3r; 2ä, — 2ä; 3ä, — Ssr . . . 
heißen, so ist nach dem gleichen Prinzip 

-'-«(i-£)(i-Ä)(i- /:.)■■• 

Obwohl Nikolaus I Bernoulli Euler in zwei Briefen') darauf 
aufmerksam machte, daß diese Ableitungen keineswegs einwandfrei 
seien, indem weder die Konvergenz der Sinusreihe bewiesen sei, noch 
die Sätze über Gleichungen von endlichem Grade sich unmittelbar 
auf einen unendlich hohen Grad ausdehnen ließen, so hat doch Euler 
diese Schlußweise auch später beibehalten; so in zwei Aufsätzen Yon 

1740 und 1743'), wo er unendliche Produkte für sin — ä, cos - - tc 

herstellte, als auch in der „Introductio", wo ebenfalls die Potenzreihen 
als Gleichungen von unendlich hohem Grade aufgefaßt wurden. Doch 
hat er in dem letzteren Werke die Aufstellung der Produktentwick- 
lungen in der Weise modifiziert, daß er zunächst die hyperbolischen 

Funktionen — ^ und — in Produkte zerspaltete und dann 

für X xi setzend zu den trigonometrischen Funktionen überging.^) 
Setzte er dann im speziellen a; = — , so ergaben sich die Faktoren- 



1) Daß Enler und nicht Johann Bernonlli, der ebenfalls von der Pro- 
duktzerlegnng ausging, der Entdecker dieser Reihensnmmen ist, hat Eneström 
festgestellt: Bibliotheca math. 1890, 22—24. Siehe auch Anmerk. 1 Seite 106. 

— 2) Brief vom 24. Oktober 1742. Corresp. math. (Fuß) ü, 691 und vom 
6. April 1748, ebenda 701 — 702. Einen Einwand gegen die Exaktheit von 
Eni er 8 Beweis für die Produktzerlegung erhob auch Pf äff und gab eine andere 
Methode an. Versuch einer neuen Summationsmethode, Berlin 1780, 87 — 90. 

— 8) Der erste führt den Titel: „De seriebus quibusdam considerationes.*^ 
Comm. Acad. Petrop. XII, 1740, 53 ff.; der zweite: „Theoremata circa reductionem 
integralium ad quadratnram circuli". Miscell. Berol. VII, 91 ff. — 4) A. a. 0. 
Kap. 9, § 165. Der Gedankengang dieses Beweises rührt übrigens von Niko- 
laus Bernoulli her, welcher ihn Euler in einem Briefe vom 24. Oktober 1742 
angab, Correspondance II, 692 — 694. 
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dajrstellungen von sin — und cos ^— , denen sich noch zwei andere 

zugesellten^ wenn man n — m statt m schrieb (§ 184), und aus ihnen 
folgten entsprechende Darstellungen der andern yier Funktionen (§ 186), 
sowie bequeme Reihen zur Berechnung der Logarithmen der Sinus 

und Cosinus von — 90®, die Euler bis zur 30., beziehungsweise 
38. Potenz von — fortführte und die Reihenkoeffizienten auf 20 Dezi- 

malen berechnete. 

Auch das Multiplikations- und Teilungsproblem der tri- 
gonometrischen Funktionen behandelte er in der ,,Introductio'' (Kap. 14) 
eingehend, indem er zunächst die von Newton (S. 68) und Jakob 
BernouUi (S. 70) bereits gegebene Gleichung n. Gh-ades (n ungerade) 
aus dem Additionstheorem herstellte und das Gleichungspolynom in 
n Faktoren zerlegte (§ 237). In ähnlicher Weise verschaffte er sich 
dann auch die Gleichung für ein gerades n, quadrierte sie, um sie 

rational zu machen, und fand die 2n Wurzeln ± sin jer, ± sin {——^)f 
± sin (— — ^) ; ± sin (— — je?) • • •; endlich stellt er ebenso cos nz 

durch das Produkt der Wurzeldifferenzen dar. 

Für die Tangente ergab ihm dasselbe Verfahren, das schon 10 Jahre 

früher J. Machin angewendet hatte, die (S. 74) von uns mitgeteilte 

Gleichung, die ihm dann die Teilungsgleichung 

^ nt n(n~l)<« n(n- 1) (n- 2) f« , . 

^ - -^ ■" t^z ■" r<iTi^n~z + ~~Y:2:3ignz -T " ' (t -- tg 0) 

mit den Wurzeln tg z, tg {— — ^) } ^g {-— —z\ - • -, n sm der Zahl, 

lieferte (§ 249 — 250). Später^) kam er nocheinmal auf diese Zer- 
legung zurück, indem er sie von einem andern Gesichtspunkte aus- 
gehend wieder herstellte. 

8 2. Methoden sur Berechnung der Zahl jc und zyklometrische 

Untersuchungen. 

Was das Problem der Ereisquadratur anlangt, so hat ihm Euler, 
wie nicht anders zu erwarten, seine volle Aufmerksamkeit geschenkt, 
sei es daß er ReihendarsteUungen der Zahl ;r gelegentlich bei seinen 
zahllosen analytischen Untersuchungen fand, sei es daß er direkt auf 
eine möglichst praktische Berechnung dieser Zahl ausging. Dabei 
war er keineswegs, wie Gregory imd andere, von der Unmöglichkeit 



1) De mnltiplicatione angnlorum per factores expedienda 1776. Nova Acta 
Acad. Petrop. V, 1787. 
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der LoBimg des Problems überzeugt, indem er einmal ganz richtig 
bemerkte^), daS bisher ja noch kein Beweis für die Irrationalität 
von 3r erbracht sei. In dem Berichte über die vielen Arbeiten des 
großen Analytikers^ die sich auf die hier einschlagigen Fragen be- 
ziehen, müssen wir uns jedoch große Beschrankung auferlegen, da 
dieses Gebiet, so interessant es ist, erst in zweiter Linie in den Plan 
unseres Werkes gehört. 

Schon in Eulers erstem Aufsatze über die Reihenlehre von 
1730/31») findet sich die Produktformel von Wallis (S. 59) als ein 

^ 1 ~- fl , o<l rtl^W ^ nfl q1 — W , jfl 

spezieller Fall (n = ^) des in der Form :.-i ^- , • -^—. 

• ^ . — • • • geschriebenen allgemeinen Termes der Reihe 1 + 21 

+ 31 H wl + • • erkannt, und die Betrachtungen über die Beta- 

und Gammafunktionen, welche er hier zum erstenmal anstellt, liefern 

ihm für denselben Ausdruck das Integral fdxy— loga: = ^Y^] zn- 



gleich gibt er in einem Briefe vom 17. Oktober desselben Jahres an 
Goldbach') den jedenfalls aus diesen Betrachtungen hervorgegangenen 

Näherungswert « « 4 (1 + n)-~\'^-'^^^^^^^ welcher 

um so genauer ist^ je großer n gewählt wird. Dann aber finden sich 
in Abhandlungen von 1734/35, 1740 und 1743*), auf welche wir uns 
schon früher bezogen haben, aus den Produktentwicklungen der trigono- 
metrischen Funktionen jene Formeln für die Potenzen von n abgeleitet, 
die sich als unendliche Potenzsummen der reziproken Werte der natür- 
lichen Zahlen darstellen. Diese Formeln wurden unter Beifügung ähnlicher 
Reihen auch in der ,Jntroductio" wiederholt (Kap. 9, § 168 — 180), 
aber auch die Faktorenfolge von Wallis und eine Reihe ähnlicher 
Ausdrücke finden sich hier (§ 185) angemerkt, indem sie sich direkt 
aus jenen Produktentwicklungen ergeben. 

Ebenso enthält ein Aufsatz vom Jahre 1737^) eine Menge von 
Reihen und Produktentwicklungen für n, welche zum größten Teile 
aus Primzahlen gebildet sind; so z. B. leitet dort Euler die merk- 
würdige Formel ab: 

(2*— 1)(8"— 1)(6'*— 1)(7''— IXII"— l).-- "~ 2" 8** 4" ' 



1) Considerationes cyclometricae. Novi Comm. Acad. Petr. XVT, 1771, 169. 
— 2) Comm. Acad. Petr. 1730— 81, V, 86—67. — 3) Correspondance math. (Fuß) 
1, 47. ^ 4) Comment. Acad. Petr. VU, 128—184 und XII, 63 ff. Miacellanea 
Berolin. VII, 91 ff. und 172 ff. — 6) Variae observationes circa seriea infinitaa. 
Comm. Acad. Petr. IX, 160 ff. Auch „Introductio", Kap. 16, § 288—296 und 
Brief an Goldbach vom 6. Aug. 1762. Correspondance math. (Fuß) 1,576—578. 

Y. Braunmttbl) Gegchichte der Trigonometrie. IL 8 
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die ihm^ da er die Beihe rechts für gerade n bereits summiert mid 
dafür X^ . , >^ gefunden hatte ^), eine Menge neuer Produktentwick- 
lungen fOr 7C bot. In dem gleichen Jahre leitete er in einem Auf- 
satze über Kettenbrüche 'J Lord Brounckers Darstellung von % 
ab (S. 59) und gab auch Kettenbruchentwicklungen für e^ Ye, 
\ (]/e — l) u. s. w. Aber auch die Methode Machins (S. 80) zur 
Berechnung von x griff er hier*) wieder auf und erweiterte sie wie 
folgt. Zunächst ist zu bemerken, daß Euler für ^^arctg^' die Bezeich- 
nung A. i einführte, für die er dann später beständig A. tang. schrieb.^) 
Ebenso bezeichnete er die übrigen zyklometrischen Punktionen, indem 
er den trigonometrischen ein A. vorsetzte; diese Bezeichnungsweise 
markierte auch ganz gut den Charakter der Umkehrfunktion, da 
Euler tang A-z, sin ^ • ;er u. s. w. zu schreiben gewohnt war. 

Aus dem Additionstheorem für die Tangente leitet er dann die 

allgemeine Formel ab A- t — ^ At- - , VA-t- , , ^ -;— und 

führt darin spezielle Zahlen werte für p und q ein, dadurch erhalt er, 
die Arcustangens-Reihe benützend, Machins und andere bequeme 
Formeln zur Berechnung von % mittelst rationaler Tangenten. Darauf 

entwickelt er die allgemeinere Gleichung A-t- ^At- ^^—^-^ + A't'- 

und aus dieser successive die unendliche Reihe A • t -- ^ At ?^-^^ 

y ay + x 

+ At- ^f^ + A't- \^\ + . . ., die z. B. für - « 1, a, ft, c • . 
ab -{-1 cb -\- 1 ' y y ^ y 

gleich den ungeraden Zahlen der Zahlenreihe : 

n 

~i 
liefert. 

Später^) kam er noch einmal auf diese Reihe zurück und leitete 
aus ihr eine Unzahl anderer ab, die ihm im speziellen wieder Reihen 
für TC ergaben. 

Im Jahre 1739 erschienen zwei Aufsätze®) aus Eulers Feder, 

1) Die Faktoren X„ hängen von den sogenannten Bernonlli sehen Zahlen 
ab, die Jakob Bernonlli in seiner Ars coigectandi (nach seinem Tode von 
seinem Neffen Nikoli^us I Bernonlli 1713 veröffentlicht) p. 96 gegeben hatte. 
— 2) Comm. Acad. Petr. IX, 1737, 100. — 3) De variis modis circuli quadra- 
turam numeris proxime exprimendi. Ebenda 222. — 4) Nova Acta Erud. 1744, 
315 steht A. tag. — 6) De progressionibus arcuum circularium quorum tangentes 
secnndum certam legem procedunt. Novi Comm. Acad. Petr. IX, 1762 — 63, 
40 — 52. J. F. Pfaff hat 1797 eine ausführliche Abhandlung über solche Reihen 
geschrieben: Disqnisitiones Analyticae. Helmstadii in 4® 1,1 — 132. — 6) „De 
productis ex infinitis factoribus ortis*' und „De fractionibus continuis" in Comm. 
Acad. Petrop. XI, 3 und 32. 



^^A.t..\+A.t.^^ + A.t.^'-^ + A.t.-^-^\^ + 
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welche üniersachungen über die Betafunktionen enthielten, die teils 
in unendliche Produkte, teils in Eettenbrüche entwickelt wurden und 
gelegentlich zu neuen Darstellungen von jc AnlaB gaben, und der 
gleiche Band der Petersburger Kommentarien enthält einen dritten 
Aufsatz^): „Gonsideratio progressionis cujusdam ad circuli quadra- 
turam inveniendam idonea'^, in welchem zum erstenmal eine halb- 
konyergente Reihe auftritt, deren er sich ebenfalls zur Berechnung 
von ar bedient. 

Femer existieren noch einige posthume Arbeiten Eulers, in 
welchen er ebenfalls darauf ausgeht, eine möglichst rasch konvergente 
Reihenentwicklung fttr % zu erhalten. In der einen von 1779*) bildet 
er die Abgeleiteten der Arcustangens-Reihe und stellt zwischen ihnen 
ein Rekursionsgesetz her, welches ihm schließlich die Reihe 

. , t r- , 2 / t« \ , 2-4/ *• \2 , 2-4.6/ e« \» \ 

liefert. Führt man diese Reihe in die Gleichung ä = 20 arctg{ + 8 arctg^'^ 
ein, so ergibt sich die Entwicklung: 

28/. ,2/2\,2.4/2\2 \ 

^ = iö(i+yU) + 3.5(100) +•••) 

A0886 /. , 2 / 144 \ 2_J / l^^.V . . . \ 
^ 100000 V 8 \100000/ ^8-6 VlOOOOO/ ^ / ^ 

welche allerdings sehr rasch zum Ziele führt. Übrigens war Euler 
nicht der Erste, der diese Darstellung von % veröffentlichte, vielmehr 
teilte sie bereits drei Jahre früher Charles Hutton der Royal 
Society mit.') 

In einem anderen Aufsatze vom Jahre 1779*) bildete Euler die 
leicht zu beweisende Oleichung 

1) Comm. Acad. Petrop. XI, 116 — 127. Die ganze Bechnnng findet sich 
bei Cantor lU, 2, 672 — 674 mitgeteilt. Euler erhielt mit seiner Beihe n auf 
15 Dezimalen richtig. V^. über diese Art, ä zu bestimmen, auch den Brief 
Eulers an Groldbach rom 9. April 1748. Corresp. math. (Fuß) I, 220—222, 

sowie den Brief vom 28. Mai 1746, wo er die Reihe — - = arctg \ -\- arctg \ 

vorschlägt. — 2) Investigatio quamndam serierum etc. Nova Acta Acad. Petrop. XI, 
1793, 183 ff., gelesen am 7. Juni 1779. In einem andern posthumen Aufsatze, 
der erst 1862 veröffentlicht wurde (Opera posthuma L. Euleri. P. H. Fuß et 
Nie. Fuß I, 288), wird dieselbe Reihe noch auf einem etwas anderen Wege ab- 
geleitet. Er sagt dort, daß er mit ihr in Zeit von einer Stunde n auf 20 Dezi- 
malen berechnet habe. — 8) Philosophical Tr. 1776, 476. Später wurde dieselbe 
Reihe für arctg t auf anderem Wege abgeleitet von James Thomson in Edin- 
burgh Philosophical Trans. V, 1840, 217—223 und dann wieder neu gefunden 
von De Morgan in Cambridge Trans. XI, 1866, 232, sowie von Blissard und 
Frisby. Vgl. hierüber J. W. L. Glaisher in Messenger of Mathem. U, 1873, 
119 ff. — 4) Gelesen am 17. Juni 1779, Nova Acta Petrop. XI, 1793, 160. 

8* 
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entwickelte diese Integrale in Reihen ^ setzte ^ = ö ^^"^*^ ^ "^ 7 ^^^ 
erhielt dadurch Reihen für arctg ^ und arci^ -, welche in die Gleichung 
-— == 2 arctg - + arctg -= eingeführt, ebenfalls einen zur Berechnung 
von % praktischen Ausdruck lieferten. 

Aber Euler war nicht nur bestrebt, neue Mittel zur näherungs- 
weisen Lösung des Problems der Kreismessung zu finden, er inter- 
essierte sich auch für die Versuche, die in früherer Zeit gemacht 
worden waren, und suchte sie mit den von ihm geschaffenen analy- 
tischen Hilfsmitteln näher zu beleuchten. So hat er schon 1730 in 
einem Briefe an Goldbach^) die Methode des Gregorius a St. Vin- 
cent io (S. 58) in eine Formel umgesetzt, welche lautet -^ = . jT __ ^. , 

,11V log ^» 
A == \-r\ . Dieser Ausdruck, sagt er, nähert sich an ^^ an „et si 

vera esset (nämlich, daß der Ausdruck den Kreis exakt quadrierte), 
magnum sane esset inventum^^ Außerdem fand er bei Gartesius 
eine Kreisrektifikation, die ihn zu einer äußerst interessanten Ab- 
handlung veranlaßte.^) 

Descartes stellt sich das Problem (Oeuvres Ed. Cousin XI, 
442 — 443), einen Kreis zu konstruieren, dessen Umfang gleich dem 
eines gegebenen Quadrat<es ist. Hierzu legt er an das Quadrat hf 

(Fig. 19) das Rechteck cg^ dessen vierte Ecke g 
auf der Diagonale liegt, und dessen Fläche 
gleich -J des Quadrates ist, an, an dieses wie- 
der ein Rechteck dh = \ des vorhergehenden, 
U.S.W. Dadurch gelangt er schließlich zu einem 
Grenzpunkt a;, der so liegt, daß ax gleich 
dem Durchmesser des gesuchten Kreises wird. 
Dabei gibt er an, daß ah der Durchmesser 
des dem Quadrate eingeschriebenen Kreises, 
ac der Durchmesser des dem Achteck ein- 
geschriebenen, ad jener des dem 16-Eck eingeschriebenen Kreises u. s.w. 
ist, so daß endlich ax der Durchmesser des dem Polygon mit un- 

1) Corresp. math. (Fuß) I, 24. p ist hier die Peripherie des Kreises, dessen 
Durclunesser d ist. — 2) Annotationes in locnm qnendam Cartesii ad circuli 
quadratoram spectantem. N. Comm. VUI, 1760 — 1761, 167 ff. — Später gab einen 
Beweis dieser Konstruktion auch Fr. de Tuschio a Fagnano. Acta Erudi- 
torum 1771, 406—418. 




Fig. 19. 
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endlich rielen Seiten eingeschriebenen Kreises, d. h. der gesuchte 
Kreisdurchmesser selbst wird. Euler beweist nun zunächst die 
Richtigkeit dieser Konstruktion und leitet dann aus ihr die Formel 

*gT+Nf +i*85+g*8S + — i *^- ^'^ ^^® SP^* 

ihm aber sofort Veranlassung, die Summe der allgemeineren Reihe 

1 m 1 m 

*'8 9^ + 2*82"'"4^8t"' ^^ suchen, die er auch leicht in der Form 

2 ctg 2^7 findet. Aus dieser Gleichung wird dann eine Menge 

anderer Reihen abgeleitet und dabei auch die Faktorenfolge 

2qp 



sin 2(p 



1 : (cos (f cos Y <^08 -j cos ^ " ' ') 



gewonnen, die im speziellen für 9> = -r- jene schon von Vieta in 

etwas anderer Gestalt gefundene Beziehung liefert (I. Tl. S. 172.) 
Übrigens hatte Euler dieselbe schon 1737 auf eine andere Weise ge- 
legentlich entwickelt.*) 

Endlich hat er noch in der „Introductio^' B. U ein eigenes 
Kapitel (22) eingeschaltet, in welchem er gewisse transzendente Glei- 
chungen, ähnlich jener des Keplerschen Problems, mittelst der Regula 
falsi zu lösen lehrt. So findet er z. B. den Bogen s aus der Gleichung 

s «= cos 8f aus 5 = sin 2«, aus s — -j- ^ y ^^ 2s u. s. w.*), und gemäß 

der Schlußbemerkung des Kapitels 22 hat er diese Aufgaben erdacht, 
um die Natur des Kreises, dessen Quadratur bisher auf keinem Wege 
habe gelingen wollen, besser zu beleuchten. „Denn,^^ sagt er, „hätte sich 
bei der Auflösung einer dieser Aufgaben ein zur ganzen Peripherie 
kommensurabler Bogen ergeben, oder hätte man seinen Sinus oder 
seine Tangente durch den Halbmesser konstruieren können, so wäre 
damit allerdings in gewissem Sinne die Quadratur des Kreises ge- 
funden. — Es ist aber auch noch kein Grund da, welcher die Un- 
möglichkeit dieser Quadratur beweisen könnte, und wenn dieselbe 



1) In dem schon S. 114 besprochenen Aufsatze: De variis modis circuli qua- 
draturam nnmeris proxime ezprimendi. Vgl. auch S. 110, Anm. 2. — J. Schwab 
hat diese Konstrnktion in seinen ^lämens de g^om^trie, Nancy 1813, 104 wieder 
neu gefanden; Gergonne teilte sie dann Tollständiger 1816 mit: Annales de 
Math^m. VI, 192—200 und XVII, 1826. Ebenso Vincent in seinem Cours de 
G^m^trie (siehe Archiv für Mathem. VI, 831). Abermals neu entdeckt wurde sie 
Ton Catalan 1842: Nouvelles Annales 1, 190 und aus ihr Vietas Formel abgeleitet, 

dann berechnete Matzka 1847, im Archiv für Mathem. IX, 74 — 82, — mit dieser 

Methode auf 6 Dezimalen, femer behandelte sie Zerlang (ohne Kenntnis der 
Vorgänger) in der Zeitschr. für mathem. Unterricht II, 1871, 339—840.— 2) Vgl. 
auch Considerationes cyclometricae. Novi Comm. Acad. Petr. XVI, 160, 
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möglich ist, so scheint kein Weg, sie zu entdecken, passender als der, 
welchen wir in diesem Kapitel eingeschlagen haben.'' Ahnliche Be- 
trachtungen stellte Euler auch noch später (1771)^) an, nachdem 
Lambert bereits die Irrationalität Yon x exakt bewiesen hatte, 
und hob hervor, daß auch dieser Umstand noch nicht die Unmög- 
lichkeit der Quadratur dartue. 

§ 3. Bnlers Arbeiten über sphärische Trigonometrie. 

Für sphärische Trigonometrie hat sich Euler ganz besonders 
interessiert und versucht, auf zwei wesentlich verschiedene Arten 
die Formelsysteme derselben aus einheitlichen Gesichtspunkten ab- 
zuleiten. 

Die erste diesbezügliche Abhandlung ist vom Jahre 1753, führt 
den Titel „Principes de la trigonometrie spherique tires de la methode 
des plus grands et des plus petits^' und erschien 1755 im IX. Bande 
der Berliner Memoiren (223—257).«) 

Schon 1728 hatte Euler'), von Johann Bernoulli daraufhin- 
gewiesen, das Problem der kürzesten Linien behandelt, und es war 
längst allgemein bekannt, daß diese Linien auf der Eugelfläche 
durch größte Kreise dargestellt werden. Da nun auch ein sphärisches 
Dreieck aus Bögen größter Kreise gebildet wird, so schloß Euler, 
daß man die allgemeinste Trigonometrie auf der Kugel erhalten werde, 
wenn man mittelst der Methode der Maxima und Minima zwischen 
den Seiten und Winkeln eines aus kürzesten Linien gebildeten Dreiecks 
Beziehungen herzustellen imstande ist. Der Vorteil dieser Methode 
besteht dann darin, daß sie nicht nur die ebene Trigonometrie für 
einen unbegrenzt wachsenden Kugelradius umschließt, sondern auch 
auf beliebige Oberflächen angewendet werden kann. Und in der Tat 
hat Euler seinem Aufsatze sofort einen zweiten über die sphä- 
roidische Trigonometrie folgen lassen. 

Diesen damals völlig neuen Gedanken benutzt Euler dazu, um 
zimächst die Formeln für das rechtwinklige und dann jene für das 
schiefwinklige Dreieck zu erhalten. 



1) Erst 1889 hat A. Steinberger in einer eigenen Schrift die Verhält- 
nisse irgend einer trigonometrischen Funktion zu ihrem Bogen durch Reihen 
dargestellt und gezeigt, wie man hieraus den Bogen oder die Funktion finden 
kann (Das Verhältnis des Kreisbogens zu seinen zuständigen trigonometrischen 
Funktionen vollständig bearbeitet. Regensburg 1839, ^^). — 2) Eine deutsche 
Übersetzung von £. Hammer erschien in Ostwalds Klassikern der exakten 
Wissenschaften Nr. 78. — 8) Comm. Acad. Petr. EI, 110—124, erschienen 1732. 
Über die Geschichte dieses Problems siehe Cantor III, 2, 848 — 846 und G. Ene- 
ström in Biblioth. math. 1899, 19—24. 
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Ist in Fig. 20 AB der Äquator, OP ein Meridian und AM eine 
kürzeste Linie, so hat man das sphärische bei P rechtwinklige Dreieck 
APM, dessen Seiten AP^ x, PM '^ y und AM=- s seien, während 
^ MAP = 5, <^ AMP - # ist Geht 
man zum unendlich benachbarten Me- 
ridian Omp über, so ist 




ds = y(dyy + {dx cos yY , 

und man hat das Integral dieses Aus- 
druckes zu einem Minimum zu machen. 
Das liefert in bekannter Weise eine 
Differentialgleichung 2'®' Ordnung, deren 

erstes Integral dx = . ^ -r = ist, wodurch man sofort noch 

cofl yycos'y — C* 

ds = , ^ = erhält. Für y = bekommt man hieraus 

ycofi*y — C* 

Femer ist — = tg AMP = tg -0* = — = , und diese beiden 

Winkel in die Gleichungen eingeführt, liefern die Beziehungen: 
da; ^ y*^'^ ... und ds^-^y^.^^ 

C08 y y C08* y — cos' ^ y cos* y — cos* f 

einerseits und 



f « A COBg . COB g VCOB* y — COB« £ 

tg i^ s» ^ , sm d" == , cos V = 

® l/cÖB* y — COB« l: COB y ' cos y 

andererseits. 

Die beiden ersten Gleichungen geben dann, zum zweitenmal 

. . . . • cos £ Bin y , "l/coa* y — cos' t , 

integriert, sm rc = -.— J und cos 5 « . — ;: , aus denen 

^ ' Bin f COB y Bin f ' 

man noch die Werte für cos x und tg x, för sin s und tg 5 be- 
stimmen kann. Hierdurch ergeben sich im Vereine mit den eben 
erhaltenen drei Beziehungen im ganzen 9 Gleichungen, aus denen 
Euler noch durch Elimination der einzigen Wurzel, die in ihnen 
Torkommt, und passende Kombination folgende 10 Relationen 
gewinnt: 

L cos s^ COB X cos y, IL cos d = sin g cos a?, III. tg ic = cos ^ tg s, 

IV. tg a; = sin y tg d', V. tg y = sin x tg g, VI. sin y = sin g sin s, 

VII. cos 5 tg g tg -ö- = 1, Vin. tg y = cos d' tg s, 

IX. cos g = sin # cos y, X. sin a; = sin -9- sin s. 

Und nun kommt jener ebenso einfache, wie durch seine 

Tragweite bedeutende Gedanke, das Dreieck mit ABC, die 
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Winkel desselben mit A, B, C, und die ihnen bezüglich 
gegenüberliegenden Seiten mit a, h, c zu bezeichnen.^) Setzt 
man demgemäß s ^ c, a; = t, y ^<^f S = -4; d" ^ B, P ^C {^ 90®), 
so gehen die eben mitgeteilten 10 Relationen in die bekannten 10 Glei- 
chungen der Nep ersehen Regel über. Euler stellt diese Formeln 
tabellarisch zusammen und zieht aus ihnen die bekannten 6 verschie- 
denen Fundamentalgleichungen des sphärischen rechtwinkligen Drei- 
ecks heraus. Dann bestimmt er noch den Inhalt des Dreiecks, indem 
er das Flächendifferential PMmp ^ dx^my integriert.*) Eine ein- 
fache Rechnung liefert ^ + g - 90® = A AFM für die Kugel mit 
dem Radius 1, und hieraus folgt auch leicht die Fläche eines be- 
liebigen sphärischen Dreiecks, da man ja dasselbe durch einen senk- 
rechten Bogen in zwei rechtwinklige zerlegen kann. 

Jetzt wendet sich Euler zu der allgemeineren Aufgabe: „Auf 
der Oberfläche einer Kugel sind zwei Punkte E und M gegeben, man 
soll die kürzeste Linie EM zwischen diesen beiden Pimkten be- 
stimmen." 

Man ziehe die beiden Meridiane OE und OM (Fig. 21) und 
lasse EM um die unendlich kleine Größe Mm wachsen; ist dann 

OE^a, ^E^a, EM^s, OM^x, 
_P -^EOM^y, ^EMO^ip, so hat 

. Mn dy sin x 
man tff op = = -^ , 

^ ^ mn dx ' 

äs = y{dxy + {dy sin xY und muß 
das Integral von ds zu einem Minimum 
machen. Dadurch erhält man auf be- 

dy sin' x 
^*8-2i' kannte Weise -^-4-==== = C 

oder -^—3 = sin a; sin 9 = C, wo G eine Konstante ist, die sich 

aus der Bemerkung, daß fary==0, a; = a, 9? = 180® — a werden muß, 

gleich sin a sin a ergibt. Aus dieser Differentialgleichung folgt einmal 

j Cdx j j , dx Bm X 1 1 i • 1 

dy = -. r-. "™ as!an ds = ^ ^ , welche beiden 

ßin X ysin' x — C ysin* x — C^ 

Gleichungen durch Integration 

1) Es ist dies die erste Stelle, an welcher Euler die neue Bezeichnung 
einfahrt. Daß er sie schon vor 1753 gehabt hat, ist wohl möglich, aber einen 
Beweis hierfür konnten wir nicht finden. Daß er sie in der ebenen Trigonometrie 
schon in einer Vorlesung in Berlin eingeführt habe, geht nicht, wie R. Wolf 
und nach ihm E. Hammer behaupten, aus L. Bertrands Darstellung (Deve- 
loppement de Gdom^trie, Genf 1778, 2 Bde) hervor, wie eine aufmerksame Lek- 
türe der Einleitung dieses Werkes zeigt. — 2) Wie es scheint ohne Kenntnis 
von Eulers Ableitung hat zehn Jahre später der Schwede Wallenius eine 
ähnliche Ableitung gegeben: Schwedische Akademieabhandlungen 1768, 68. 
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y s= — arccos "^ 7=^^ \- arccos -^^ ; . . 

Bin X l/H- C* Bin a >/l — C * 

und 

cos X . . coB a 
s = — arcsin -. - + arcsm , z 

i/i _ 0» yi — c* 

liefern; wo die rechts hinzugeftigten Eonstanten so gewählt sind, 
daß für y = 0, 5 = 0, x ^ a wird. Vereinigt man hier die beiden 
arc. und führt für C seinen Wert ein, so erhält man mit Beachtung, 
daß durch die Gleichung 



C — sin a? sin ^ = sin a sin a, ysin* x— C^ « sin x cos 9 
wird, folgende 5 Fundamentalgleichungen: 

I. (1 — (7*) sin y = sin « cos a cos 9 + cos a cos 2: sin 9, 
n. (1 — C) cos y =« — cos a cos q> + %ma cos a cos x sin 9), 
in. (1 — (7*) sin s = cos a sin a; cos qp + sin a cos a cos x, 
rV*. (1 — (7*) cos s « — sin a cos « sin a: cos 9 + cos a cos a:, 
y. sin 07 sin 9) » sin a sin a. 

Euler zeigt nun, wie man aus diesen 5 Gleichungen durch 
praktische Kombination vier andere ableiten kann, die ihnen völlig 
äquivalent sind und für die Bezeichnung a«c, x =^b, 5«a; y^Ä, 
a = B, (p ^ C folgendermaßen lauten: 

1) sin a : sin ^ = sin & : sin £ =" sin c : sin 0, 

2) cos (7 = cos c sin ^ sin 5 — cos -4 cos B, 

3) cos c » cos (7 sin a sin & 4- cos a cos &, 

4) sin a tg (7 — sin J5 i^ c =» cos a cos Big Ctg c, 

denen er noch die durch zyklische Vertauschung der Buchstaben 
daraus abzuleitenden hinzufügt. Ersetzt man in der letzten Gleichung 
die Tangenten durch die Gotangenten, die Euler in diesem Aufsatze 
mit Absicht vermeidet, so erhält man den dritten Hauptsatz der 
sphärischen Trigonometrie, den wir zum erstenmal bei Yieta auf- 
treten sahen (Tl. I, 182)^); aber Euler hat nicht beachtet, daß dieser 
Satz nicht nur zu den durch zyklische Vertauschung aufstellbaren, 
sondern noch zu drei weiteren Gleichungen Anlaß gibt, die aus 4) 
durch Vertauschung von a mit b und B mit Ä und darauffolgende 
zyklische Permutation erhalten werden können-, diese Lücke ergänzte 
er in seinem zweiten Aufsatze (§ 9). 

Der Aufstellung dieser Formelsysteme folgt ihre Anwendung zur 



1) Übrigens bringt Eni er die Cotangentenformel in Aufgabe Vin in der 

Bin Äig c 



wenig verschiedenen Form: tg C ■ 



sin 6 — tg c cos b cos Ä 



122 4. Kapitel. 

Auflösung der sechs Fimdamentalaufgaben der sphärischen Trigono- 
metric; wobei er eine Reihe verwendbarer Gleichungsformen aus ihnen 
ableitet. So bietet ihm die Aufgabe^ aus den drei Seiten die Winkel 
zu bestimmen, die Gelegenheit, die schon von Neper in Worten ge- 

Ä A A 

gebenenlogarithmierbaren Formeln für sin Y, ^s y; *äy *^^^®i*®^ 

wobei nur auffällt, daß er nicht, wie ja schon Gaswell getan hatte, für 
Y (a + 6 + c) ein eigenes Zeichen einführt. Aus diesen Formeln gewinnt er 
dann auch die beiden Neperschen Analogieen für die Tangente 
der halben Winkelsumme, beziehungsweise der halben Winkel- 
differenz. Ebenso erhält Euler bei Behandlung der polaren Auf- 
gabe die Formeln des Halbseitensatzes, d. h. die logarithmierbaren 
Ausdrücke für sin y, cos y, tg -|- imd aus diesen unter anderen die 
beiden Neperschen Analogieen für die Tangenten der halben 
Summe, beziehungsweise der halben Differenz zweier Seiten. Damit 
hatte er sich die Mittel verschafft, um die noch übrigen Aufgaben 
auf verschiedene Arten lösen zu können. So behandelt er z. B. die 
Aufgabe, aus zwei Seiten und dem von ihnen eingeschlossenen Winkel 
die übrigen Stücke zu bestimmen, nicht nur, indem er sich mit dem 
Cosinussatze die dritte Seite und dann mit den Gleichungen 4) die 
Winkel verschafft und außerdem zeigt, wie man den Cosinussatz 
durch Einführung eines Hilfswinkels in logarithmierbare Form über- 
führen kann, sondern auch, indem er zuerst die beiden Winkel mittelst 
der Neperschen Analogieen sucht und dann die dritte Seite mit dem 
Sinussatze berechnet. In einem Zusätze zu dieser Aufgabe gestaltet 
er auch den Cosinussatz in die neue Form um: cos a ^ ~ cos (J. — 6 + c) 
+ j cos (J. + 6 — c) — ^ co8(j4 — 6 — c) -- { cos (^ + 6 -f c) + 1 cos (6 — r) 
+ I cos (6 + c), der er bei Behandlung der polaren Aufgabe auch die 
polarreziproke Formel an die Seite stellt. 

Dagegen ist zu bemerken, daß er das Polardreieck selbst nirgends 
benützt oder auch nur erwähnt, und daß er die Doppeldeutigkeit der 
beiden letzten Aufgaben, aus zwei Seiten und dem Gegenwinkel der 
einen oder aus zwei Winkeln und der Gegenseite des einen die übrigen 
Stücke zu bestimmen, mit Stillschweigen übergeht. Als letzte Auf- 
gabe wird der Flächeninhalt eines beliebigen sphärischen Dreiecks, 
ähnlich wie der des rechtwinkligen abgeleitet. 

Euler hatte in der besprochenen Abhandlung als Ausgangspunkt 
die Infinitesimalrechnung gewählt, um auch gleich die Behandlung 
der sphäroidischen Trigonometrie daran anknüpfen zu können. Da er 
aber die Notwendigkeit erkannte, auch eine elementare Grundlage 
seiner Formeln zu schaffen, so veröffentlichte er 1779 noch einen 
zweiten Aufsatz mit dem Titel „Trigonometria sphaerica universa, ex 
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primis principiis breviter et dilucide derirata"*), in welchem er die 
Fundamentalformeln auf geometrischem Wege aus dem zum sphärischen 
Dreieck gehörigen Dreikant mit der Spitze im Kugelmittelpunkt ab- 
leitete^ wie es einst Goppernicus getan hatte. 

sei der Mittelpunkt einer Kugel mit dem 
Halbmesser 1, auf welcher das Dreieck ABC liegt; 
in den Ebenen GOa (a liegt auf OA, b auf OB) 
und COb (Fig. 22) seien Ca und Ch ± OC errichtet, 
femer sei bp J_ Ca, pq _L Oa, dann ist ^ bqp der 
Neigungswinkel von<^ Oa, femer ist ^COa = Seite 
b, ^ COb = Seite a und ^aOb = Seite c des sphä- 
rischen Dreiecks. Aus der Figur folgt dann un- 
mittelbar: (7a=tg&, Oa=sec6, C6=tga, 0&==seca. 

Hieraus folgt 6g = 06 sin c = und Oq = Ob cos c 

= ^— • Da ferner ^aCb-^-^C des Dreiecks ABC ist, so hat man 

ftp = C6 • sin C = tg a sin C und Cp = Cb - cos C = tg a cos C; und 
da ^ CaO = 90^ -b ist, so folgt noch: ap =^ Ca — Cp = tgb 
— tg a cos Cy pq =^ ap ' cos 6 = sin 6 — tg a cos ft cos C und aq 

= a»-sin6 = -- , — tgasinftcos C Nun ist aber Oa = Oa + ö'ö =» — z 




Fig. 22. 



_ COS C , 

~ cofl a 



sin' 6 , . , >^ j cos c 

— tff a sm 6 cos C oder - 
^ cos a 



cos 6 + tg a sin 6 cos G 



cos I 
und endlich: cos c =» cos a cos 6 + sin a sin b cos 0. 

Ahnlich liest man aus der Figur unmittelbar die Gleichung des 

sin^ 



Sinussatzes -. — 
sin c 



cos A = 



sm a 
cos a sin 5 



und die Gleichung 
sin a cos h cos C 



sm c 



ab. „Diese drei Gleichungen 



umfassen die ganze sphärische Trigonometrie." Bevor wir Euler 
weiter folgen, wollen wir hier noch einmal ausdrücklich hervorheben, 
was wir schon früher (S. 103 — 104) erwähnten, daß hier die trigono- 
metrischen Funktionen nicht nur als Linien, sondern auch als 
Verhältnisse aufgefaßt wurden, wie der vorliegende Beweis unzwei- 
deutig zu erkennen gibt; dagegen ist die allgemeine Gültigkeit der 
3 Fundamentalformeln für beliebige sphärische Dreiecke durch Eulers 
Ableitung keineswegs bewiesen. Die dritte Formel, die sich hier er- 
gab, cos -4 sin c = cos a sin 6 — sin a cos b cos C, war in dieser Gestalt 
neu und wird im folgenden auf die schon im ersten Aufsatze ge- 

1) Acta Acad. Petr. 1779, I, 72—86, 1782 erschienen. Allerdings hatte schon 
1770 Simon Klügel in seiner „Analytischen Trigonometrie", wie wir später 
sehen werden, dasselbe getan, war aber von etwas anderen Überlegongen aus- 
gegangen. 
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wonnene Form reduziert. Femer wird aus ihr die Formel cos Ä sin C 
» cos asinB— cos b ain. A cos C abgeleitet^ indem man ihre drei Glieder 
der Reihe nach mit den nach dem Sinussatze gleichen Quotienten 

— — » -—r, ~ — multipliziert, und diese so erhaltene Relation fribt 

sin c ' Bin 6 ' Bin a ^ ' ° 

dann durch Yertauschung von B mit C und b mit c die polarreziproke 
Formel der ersteren : cos a sin C = cos Ä sin B + sin A cos B cos c. 
Auch zeigt Euler, wie man aus jener dritten Formel den Gosinussaiz 
für die Winkel : cos C = — cos -B cos J. + sin BsinA cos c ableiten kann.^) 

Indem er dann des weitem in einem eigenen „Theorema" die 
Existenz und Eigenschaften des Supplementardreiecks*), welches von 
den Polen der Ecken des gegebenen gebildet werde, hervorhebt, er- 
klärt er die beiden Cosinussätze und die beiden Cotangentenformeln 
für die einzigen notwendigen Relationen, von denen man jedoch nur 
zwei zu merken habe, da die beiden anderen mittelst der Eigen- 
schaften des erwähnten Dreiecks sich jederzeit sofort aus ihnen ab- 
leiten lassen. Zu bemerken ist femer, daß in dieser Abhandlung die 
6 möglichen Formen der Cotangentenformel erkannt sind. 

Die fernem Paragraphen des Aufsatzes enthalten die Vervoll- 
ständigung der Formelsysteme, indem die 6 Formeln des recht- 
winkligen sphärischen Dreiecks als spezielle Fälle (-^ C = 90®), die 
Halbwinkelsätze und die 4 Neperschen Analogieen, und zwar diese 
auf anderem Wege als im ersten Aufsatze, abgeleitet werden. Auch 
fügt er letzteren die schon von Neper mittelst stereographischer 
Projektion bewiesene Gleichung bei und schließt mit den Worten: 
„Die vorliegende Abhandlung kann somit als ein vollständiges 
System der sphärischen Trigonometrie betrachtet werden." Wir 
haben dem nur noch beizufügen, daß es die erste systematische 
Abhandlung ist, in welcher auf elementarem rein algebrai- 
schem Wege aus den drei aus einer Figur gewonnenen Fun- 
damentalsätzen fast der ganze Formelapparat, dessen wir 
uns noch heute bedienen, abgeleitet wurde. 

Euler hat von seinen trigonometrischen Formeln den viel- 
seitigsten Gebrauch gemacht in geometrischen, astronomischen, mecha- 
nischen und physikalischen Problemen; ein näheres Eingehen auf diese 
Anwendungen würde aber den Rahmen unseres Werkes überschreiten, 
und wir begnügen uns daher damit, noch zum Schlüsse einige Worte 
über die Inhaltsberechnungen stereometrischer und sphärischer Figuren 
beizufügen, die er wiederholt behandelte. So hat er in einem Auf- 

1) Nebenbei mag hier noch bemerkt werden, daß die Schreibweise von Enlers 
Formeln zeigt, daß er an eine zyklische Vertanschnng nicht dachte! — 
2) Einen eigenen Namen för dasselbe hat Eni er nicht eingeführt. 
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Satze ^) von 1752 — 53 das Tetraedervolumen durch die elegante 
Formel ausgedrückt: 



= I ahd y sin ^ g sm ^^-~^ sm ^^-^ — - sui ^2 — ^ 

wo a, b, d die drei von einer Ecke ausgehenden Eantenlängen^ 
Pj Qy r die 7on ihnen eingeschlossenen Winkel bezeichnen^ und in 
zwei andern Abhandlungen^) verbreitet er sich über die Inhalts- 
berechnungen sphärischer Figuren, von denen wir die Bestimmung 
des Exzesses S und damit der Fläche eines sphärischen Dreiecks aus 
den drei Seiten hervorheben. Er erhält dafür unter andern die Formel: 

.8 yi — CO8* a — C08* b — coa' c + 2 cos a cos h coa c 

^2 1 + coa a + coa b -\- coa c ' 

WO a, by c die Seiten des Dreiecks sind, und für ein bei C recht- 

o n. h 

winkliges Dreieck: tg y = tg -g- tg « ; ^^^ diesen Gleichungen fügt 

er in dem zweiten Aufsatze noch die Formel 

S 1 + coa o + coa 6 + coa c , . 
cos --=-'— - ' , ' - bei. 
2 ^ a b c 

4 cos — - coa — - coa -— 
2 2 2 

Wir haben Eulers Verdienste um die Trigonometrie und die 
verwandten Gebiete möglichst im Zusammenhange darzustellen ver- 
sucht und nur, wo es unumgänglich notwendig war, auf die Arbeiten 
anderer Gelehrter hingewiesen, um die enorme Bedeutung seiner 
Tätigkeit in unserer Wissenschaft in das rechte Licht zu stellen. Es 
bleibt uns also noch übrig, einerseits die selbständigen Leistungen 
seiner Zeitgenossen zu besprechen, andererseits zu schildern, inwieweit 
Eulers Schöpfungen befruchtend und fördernd auf die Tätigkeit jener 
einwirkten. 



1) Demonstratio nonimllarum inaignimn proprietattim, qnibua aolida hedria 
planis inclnaa sunt praedita. Novi Comm. IV, 1752—63, 140 ff. Einen Auadruck 
für daa Tetraedervolnmen in den aecha Kanten hat achon Joachim Jungiua 
1610 gegeben. Vgl. eipe Notiz von Kummer in Guhranera Monographie 
„J. Jungiua und aein Zeitalter*', Stuttgart und Tübingen 1860, 297. — 2) De 
menanra angulorum aolidorum Acta Acad. Petr. 1778, II 81 ff., publiziert 1781, 
und Variae apeculationea auper area tri angulorum aphaericorum. Nova Acta Acad. 
Petr. X, 47 ff., letztere Abhandlung erat nach aeinem Tode 1792 veröffentlicht. Die 

Formeln für V und für tg - haben De Gua 1788 und Lagrange 1773 und 

1798/99 wieder entwickelt, ohne Euler anzuführen. Eulera Abhandlungen, 
welche Anwendungen der Trigonometrie enthalten, atehen bei Hagen Index 
Operum L. E. 17—19 angeführt. 



126 6. Kapitel. 

5. Kapitel. 
Enlers Zeitgenossen nnd Nachfolger im 18. Jalurhandert 

§ 1. Beiträge zum Ausbau der Trigonometrie. 

Im 3. Kapitel haben wir die Entwicklung der elementaren Tri- 
gonometrie bis ungefähr zur Mitte des 18. Jahrhunderts verfolgt, da 
ihre definitive Umgestaltung nach der analytischen Seite hin erst 
1753 durch den ersten grundlegenden Aufsatz Eulers angebahnt 
wurde, obwohl derselbe, wie wir sahen, seine Bezeichnungsweise der 
Funktionen schon viel früher in seinen zahlreichen Abhandlungen, 
sowie in der ,Jntroductio" angewendet hatte. Diese Bezeichnungs- 
weise, von der so viel abhing, wurde auch von einigen der hervor- 
ragendsten Mathematiker, wie von den Franzosen Clairaut und 
D'Alembert^) alsbald mit Glück gebraucht, während andere imd 
darunter namentlich die Engländer sich noch ziemlich lange teils der 
älteren Abkürzungen bedienten, teils überhaupt keine Formel schrieben. 
Was aber die Weiterbildung der trigonometrischen Methoden selbst 
durch Eulers Zeitgenossen anlangt, so wollen wir in diesem Para- 
graphen sammeln, was uns darüber bekannt geworden ist. 

Der Engländer Francis Blake (1708—1780) veröffentlichte 1752 
in den P. T. (XLVII) einen Aufsatz: „Spherical Trigonometry reduced 
to Plane", in welchem er die Hauptfälle der Kugeltrigonometrie durch 
einfache Konstruktion auf die Berechnung ebener Dreiecke reduzierte. 
Dabei ging er von der Bestimmung eines Winkels aus den drei Seiten 
aus*), welcher Fall ihm den Schlüssel zur Lösung der übrigen bot. 
Im Grunde genommen ist sein Verfahren nur eine Vereinfachung der 

1) In M^moires de TAcad. de Paris 1745. — 2) Um <^ a im A abd (Fig. 28) 
zu bestimmen, seien af und ae die Tangenten der Bögen ab imd ad und c das 

Zentrum der Kugel, dann ist ce = sec ab^ 
cf=secad und <^ c = arc bd bekannt. Somit 
ergibt sich aus dem ebenen A cef die Seite 
ef und da a/" = tg a6, ae = ig ad ebenfalls 
bekannt sind, so findet man aus dem ebenen 
A aef den <^ eaf = <^ a. Dieselbe Ab- 
leitung findet sich wieder 1810 bei Bessel, 
pig 23. Briefwechsel zwischen Gauß und Bessel, 

Leipzig 1880, 134—135 und 1842 bei Strehlke, 
Archiv der Mathematik und Physik 11, 111, der Blak es Ableitung jedenfalls 
nicht kannte. Mit diesör Figur wurde auch der Cosinussatz später wiederholt 
abgeleitet, so von Lagrange, Joum. de T^cole Polytechnique 1799, und im 
Anschlüsse an letzteren von vielen andern im 19. Jahrhundert. 
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schon von den Arabern und Regiomontan ausgebildeten Methode 
(vgl. Tl. I, p. 68 und 129). 

Ein anderer Engländer^ Patrik Murdoch (f 1774), bemühte 
sich, die zu trigonometrischen Berechnungen nötigen Hilfsmittel mög- 
lichst zu reduzieren^ indem er in seiner ^^Trigonometry abridged^^) 
zeigte, wie man mit drei Theoremen in allen Fällen auskommen 
könne. Das erste ist der Sinussatz für das schiefwinklige sphärische 

Dreieck, das zweite die Gleichung sin a sin b sin _ + sin - T" sin ^ = *), 

d. h. der HalbwinkeLsatz, und das dritte die Relation 

1 — Bin ^ Bin B cofl Bin - — — ^ ^ 



1 — sin a sin 6 sin ^ sin i^ 2 ' 

besondere Eleganz wird man in diesen Formeln wohl nicht finden! 

Eine neue Begründung einiger trigonometrischer Sätze versuchte 

Jean Fran9ois de CastiUon') (1709 — 1791), indem er zeigte, wie 

sich aus dem längst bekannten und von ihm geometrisch abgeleiteten 

C C 

Satze [(a + by — c*J : [c* — (a — by] = ctg y • *^g y unmittelbar sieben 

Theoreme in Newtons Arithmetica universalis ableiten lassen, von 
denen wir einige S. 87 anführten. 

Femer suchte der Franzose Alexandre-Öui Pingre (1711 — 
1796)^) dadurch eine Zusammenfassung der wichtigsten sphärischen 
Sätze zu erzielen, daß er die Nepersche Regel auf schiefwinklige Drei- 
ecke ausdehnte, d. h. er vereinigte die längst bekannten Sätze, die 
sich durch Fällen eines senkrechten Bogens von einer Ecke des 
Dreiecks auf die Gegenseite ergaben, in die beiden Regeln: „In jedem 
sphärischen Dreieck sind die Sinus analoger Segmente proportional 
zu den Tangenten anliegender Stücke und die Cosinus analoger Seg- 
mente proportional zu den Sinus gegenüberliegender Stücke."*) Unter 
analogen Segmenten sind hierbei die zwei Stücke eines durch eine 
Höhe geteilten Winkels oder einer geteilten Seite verstanden, und 
statt der nicht geteilten Seiten und der Winkel sind ihre Komplemente 
zu nehmen. Diese zwei Regeln verbunden mit den beiden Neper'schen 
lösen dann alle Fälle mit Ausnahme derjenigen, in welchen drei Seiten 



1) P. T. 1758, L, 2; 538—543. — 2) Diese Gleichung lautet in Beiner 
Schreibweise Ssa* + d* — 6« = 0. — 3) Mäm. de TAcad. 
de Paris 1766 354, Auszug aus zwei 1764 und 1765 ge- A 

lesenen Abhandlungen. — 4) M^m. de l'Acad. de Paris 1756 C'^'^"V*\ 

(erschienen 1762), 301. — 5) Z. B. ergeben diese beiden / / \^ 

Regeln aus Fig. 24 die Gleichungen sin BD : sin DC ßC^ \ 

= ctg B : ctg C und cos BD : cos DC = cos c : cos 6, oder ^ 

eosÄ^ : cos J., = ctgc : ctg& und sin J.^ : sin^, = coaB : cos C. Fig. ii. 
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oder drei Winkel gegeben sind. Pingr^ bediente sich, nebenbei 
bemerkt, durchweg der Schreibweise Eulers. 

Pingres Regel, welche wenig Beachtung gefunden zu haben 
scheint, suchte Walter Fish er zu verbessern und auf die beiden 
nicht miteinbegriffenen Fälle auszudehnen^); zu diesem Zwecke be- 
zeichnete er mit M das Mittelstück, mit A und a die beiden an- 
liegenden und mit und o die beiden gegenüberliegenden Stücke 
und mit l das entferntestliegende oder letzte Stück, dann lassen sich, 
wenn man statt der Winkel ihre Supplemente nimmt, alle Dreiecks- 
fälle, ob das Dreieck rechtwinklig oder schiefwinklig ist, durch die 
folgenden vier Theoreme behandeln: 

I. sin ^ : sin a = sin : sin 
IL Bin— 2— :siii-^ = tg— 2— = *8y ) 

T,r . . . 1 , A + a + l . Ä + a — l .«üf 
IV. sm -a : sm a : 1 = sm — ^-r— ' — : sm — ^— : sm y • 

Um diese Theoreme leichter zu behalten, gab er noch eine etwas 
alberne mnemotechnische Regel an. 

Entschieden y erdien stvoller als die eben erwähnten Arbeiten ist 
eine Abhandlung, welche Gottfried Heinsius, Professor der Mathe- 
matik in Leipzig (1709 — 1769), in den Acta Erud. unter dem Titel 
„Dijudicatio casuum determinatorum et ambiguorum in Trigonometria 
praesertim sphaerica" 1756 veröffentlichte und in welcher er zum 
erstenmal eine systematische Besprechung der doppeldeutigen Fälle 
auf Grund der trigonometrischen Formeln lieferte. Indem er 
zunächst zeigte, daß man sich auf Dreiecke beschränken darf, deren 
Winkel und Seiten im ersten oder zweiten Quadranten liegen, unter- 
suchte er das bei r rechtwinklige sphärische 
Dreieck MNr (Fig. 25), dessen Winkel nach 
einer damals sehr häufigen Bezeichnungsweise') 
Jf, N, r und dessen Seiten H, P, B benannt 
Fig. 25. wurden. Da er sich aber merkwürdigerweise 

noch immer nicht (8 Jahre nach dem Erscheinen der Introductio!) klar 
über das Zeichen der Tangente eines Winkels im zweiten Quadranten 




1) Transactiona of the roy. Society of Edinbourgh. Vol. IV, 1798: „An 
eaay and general method for solving all the cases of plane and spberical Tri- 
gonometry." — 2) Im Texte befinden sich hier zwei Druckfehler, indem es heißt 

= tg^-=^ : tg ^-^-^ • — 3) Vgl. z. B. J. Andr. Segner, Elementa Arith- 

meticae Geometriae et calculi Geometrici, Anfl. von 1756. 
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war^), die Zeichen der übrigen Funktionen aber ricbtig zu bestimmen 
wußte, so yermied er in seinen Formeln konsequent die Tangente, 
wodurch er tatsächlich unrichtige Resultate ausschloß. Auch im 
Falle des schiefwinkligen sphärischen Dreiecks gelang es ihm durch 
Benützung des Sinussatzes, der Cosinus- und der Cotangentenformel, 
sowie der Zerspaltung des Dreiecks in zwei rechtwinklige, die Diskussion 
der bestimmten und unbestimmten Fälle richtig und vollständig zu 
erledigen. Damit war die geometrische Unterscheidung der ver- 
schiedenen Gattungen von Eugeldreiecken, die den älteren Mathe- 
matikern, wie Rhäticus und Otho, so gewaltige Schwierigkeiten 
bereitet hatte, durch die Diskussion einiger analytischer Formeln ersetzt. 

Eine ganz andere Richtung schlug D'Alembert (1717—1783)*) 
in einer Abhandlung ein, die er in den Miscellanea Taurinensia t. IV 
(1760 — 69) veröffentlichte. Er stellte sich nämlich die Aufgabe, die 
Grundlinien einer Trigonometrie der Kleinkreise auf der Kugel- 
fläche zu ziehen, indem er die beiden Hauptaufgaben löste: den Neigungs- 
winkel eines Klein- und eines Großkreises zu bestimmen, welche die- 
selbe Sehne haben, und die zwischen zwei solchen Kreisen liegende 
Fläche auszudrücken. Die weitere Ausführung seiner Angaben will 
er dann anderen überlassen, und in der Tat knüpfte auch bald Bossut 
an D*Alemberts Gedanken an, indem er in seinen „Traites de calcul 
differentiel et de calcul int^gral^' 1798 sowohl mit Integralrechnung den 
Inhalt eines von drei Kleinkreisen eingeschlossenen Dreiecks bestimmte, 
als auch einen wenn auch komplizierten Weg angab, wie man auf 
elementare Weise zur Auswertung einer solchen Fläche gelangen könne. 

Die Trigonometrie auf neue Art weiterzufordem, stellte sich auch 
Johann Heinrich Lambert^) zur Aufgabe und sprach sich über 

1) Der Gnmd hierfür lag darin, daß man bei der Vorzeichenbestimmung 
der Funktionen noch immer von der geometrischen Definition derselben als 
Linien am Kreise ausging. So auch der Abbe de la Gaille, der erst in der 
Nenausgabe seiner Le9on8 ^lementaires de math^matiques : Trait^ pröliminaire 
de la Trigonometrie 1764 die Zeichen richtig bestimmte. Desgleichen verbesserte 
Segner in einer nachtraglich geschriebenen Vorrede zu dem eben angefahrten 
Werke seinen ans der geometrischen Darstellung fließenden Irrtum, daß 
tg (180® — ^) = -|- tg J. sei, indem er endlich aus den Gleichungen cos Ä : ainA 
= r : tg ^ und tg -4. : r = r : ctg Ä das richtige Zeichen folgerte. — 2) Jean 
le ßond d'Alembert war Mitglied der Akademie der Wissenschaften zu Paris 
und Berlin, auch Mitglied und Sekretär der Acadämie fran9aise und bezog in 
spätem Jahren eine Pension von Friedrich dem Großen. — 3) Lambert 
war geboren zu Mülhausen 1728 und starb als Mitglied der Akademie und Ober- 
baurat in Berlin 1777. Seine durchweg bedeutenden Abhandlungen erstreckten 
sich namentlich auf das Gebiet der angewandten Mathematik, worin er Hervor- 
ragendes geleistet hat. Jedoch war er auch als Theoretiker nicht minder 
bedeutend. 

▼. Brannmahl, Geschichte der Trigonometrie. II. 9 
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die Art und Weise; wie dies geschehen könne, in seinen ^^Beitragen 
zur Mathematik'^ I, 1765 (369 ff.) eingehend aus. Er hatte dabei 
hauptsächlich drei Gesichtspunkte im Auge: einmal^ sagte er, könne 
man die Auflösung der einzelnen Dreiecksfälle durch Berechnung 
passender Tafeln vereinfachen — ein Ziel, das sich, wie wir wissen, 
schon Regiomontan gesetzt hatte — dann könne durch Benützung 
der Algebra in trigonometrischen Aufgaben viel vereinfacht werden, 
indem dadurch „die Ausdrücke Selbsten geschmeidiger gemacht, die 
Irrationalitäten in blosse YerhältnisBe verwandelt werden^' u. s. w. und 
endlich könne man in der Verwendung der Trigonometrie zur Inte- 
gralrechnung noch bedeutend weiter gehen. „Es ist leicht^', sagt er, 
„zu erachten, daß man auch hier auf neue Formeln in der Trigono- 
metrie hat bedacht sein müssen, welche von den beiden ersten Arten 
um so viel mehr verschieden waren, da es hier auf Differential- 
gleichungen und ihre Integration ankömmt/' Dann fährt er fort: 
„Man sieht leicht, daß, was man hierin noch thun kann, keine bloße 
Nachlese ist, sondern, daß besonders in den zwei letzten Absichten 
noch Hauptstücke zurückbleiben, die weder so leicht, noch so bald 
werden ins reine gebracht werden.'' Dazu muß bemerkt werden, daß 
diese Worte Lamberts 12 Jahre nach dem ersten und 14 Jahre 
vor dem zweiten Aufsatze Eulers geschrieben sind; und erst in dieser 
zweiten Abhandlung hat Euler die analytisch-trigonometrische Rech- 
nung zu ihrer vollen Eleganz ausgebildet. 

Wir wollen nun sehen, was Lambert zur VervoUkomnmung der 
Trigonometrie beigetragen hat. Zunächst wandte er sich der Neper- 
schen Regel zu, indem er ganz richtig bemerkte, daß dieselbe bisher 
nur durch einen Induktionsschluß bewiesen worden sei, der folgender- 
maßen lautete: „Man weiß alle möglichen Falle: Man theilt sie in 
zwo Classen. Von jedem, der zu einer dieser Classen gehört, erweiset 
man eine gleiche Regel: Und man schließt mit Recht: Was von jedem 
insbesondere gilt, das gilt von allen, und folglich von der ganzen 
Cksse" (a. a. 0. 375). 

Da dieser Schluß nicht das eigentliche Wesen dieser merkwürdigen 
Regel aufdeckt, so sucht er nach einem andern Beweis, der, wie uns 
scheint, auf demselben Gedankengange beruht, den auch Neper an- 
gewendet, aber nur angedeutet hatte (siehe S. 12 — 13). Indem Lambert 
nämlich Wolf folgend, die Katheten des rechtwinkligen sphärischen 
Dreiecks durch ihre Komplemente ersetzt, zeigt er, daß die fünf zirku- 
lären Stücke in fünf Dreiecken liegen, die sich in einem Zyklus um 
die Kugel aneinander schließen, und veranschaulicht dies, indem er die 
Sphäre stereographisch auf die Ebene projiziert. Um jedoch die durch 
jene Dreiecke gebildete fünfeckige Figur, welche auch schon Neper 



-^ I 
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schematisch gezeichnet hatte, gauz anschaulich erkennen zu lassen, haben 
wir vorgezogen, sie in Fig. 26 durch schiefe Projektion darzustellen. 
AadF und ADcG sind zwei größte Kreise, P und Q ihre Pole, durch 
die der Ejreis cQPa geht. Femer sei dPC irgend ein anderer Kreis, 
durch den Pol P, welcher in C mit dem ersten Kreis einen rechten 
Winkel macht, wodurch AÄBC entsteht. Zieht man endlich noch Kreis 
GHQb durch Q auf De senkrecht, so werden durch diese Kreise die 
jRinf schraffierten Dreiecke erzeugt, von denen Lambert aus ihrer 
Entstehung nachweist, daß sie die verlangte Eigenschaft haben, die- 
selben ftlnf zirkulären Stücke zu besitzen. So geht z. B. der Winkel Ä 
des ersten Dreiecks, im zweiten (BDP) in das Komplement der 
Kathete 90<> - PD (- aD - ^), im dritten (PQE) in die Hypo- 
tenuse PQ, im vierten (QFS) in das Komplement 90® — FQ und im 
fünften (HGA) wieder in den Scheitel -Winkel Ä(^cF) über, und 






Pig. 86. 



cosC'smAginB cosC-colAcoiB 

Fig. 27. 



allgemein behalten ein Mittelstück und zwei anliegende Stücke, sowie 
ein Mittelstück und zwei gegenüberliegende diesen Charakter in allen 
fünf Dreiecken bei. Zeichnet man daher die beiden (stereographischen) 
Figuren Fig. 27, in denen die kleinen Buchstaben die Komplemente 
der Katheten bedeuten, so liefern die beiden darunterstehenden 
Gleichungen, für ein Dreieck bewiesen, die sämtlichen 10 Fälle der 
Neperschen Regel.*) 

Man wird aus dem Vorhergehenden erkannt haben, daß Lambert 
wirklich den wahren Gh-und der Neperschen Regel aufdeckte, indem 
er bei Aufstellung seines Beweises unbewußt mit dem Begriff der 
Gruppe operierte, und in der Tat hat in neuester Zeit Otto Pund*) 



1) Vgl. auch Prestel im Archiv für Mathem. XI, 1848, 66, der Lambert 
nicht kennt. — 2) Über SabBtitntionsgnippen in der Bphäriachen Trigono- 
metrie, insbesondere die Neperschen Regeln für die rechtwinkligen sphärischen 
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in AltonarOttensen, ohne Lamberts Arbeit zu kennen, die Begel Tom 
Standpunkte der Gruppentheorie aus ganz ähnlich abgeleitet. 

An die Behandlung der Neperschen Regel schließt Lambert eine 
Sammlung der wichtigsten goniometrischen Formeln an, die er genau 
so schreibt, wie Euler in der Introductio, und wendet sich dann zum 
schiefwinkligen sphärischen Dreieck. Zur Untersuchung desselben unter- 
scheidet er yier Fälle: Unter den vier jedesmal in Frage kommenden 
Stücken sind 1) eine Seite und alle drei Winkel, 2) alle drei Seiten 
und ein Winkel, 3) zwei Seiten und zwei Winkel und diese entweder 
den Seiten gegenüberliegend oder 4) so liegend, daB einer zwischen 
die Seiten fällt. Von diesen haben noch der erste und zweite Fall 
vermöge des Supplementardreiecks dieselbe Auflösung, während die 
beiden andern gesondert betrachtet werden müssen. Die Vorschriften 
zur Lösimg der Einzelfälle gewinnt Lambert aus der Zerspaltung 
des Dreiecks mittelst einer Höhe und Anwendung der Neperschen 
Regel, sowie jener sechs Formeln für das schiefwinklige Dreieck, die 
sich aus ihr unmittelbar ergeben. Da er aber die notwendigen 
Gleichungen zu einer Schlußformel zusammenzusetzen bestrebt ist^ so 
erhält er hierdurch natürlich die bekannten Relationen für das schief- 
winklige Dreieck. Z. B.: Verhältnis zwischen drei Seiten und 
einem Winkel. Die drei Seiten werden mit den Buchstaben des 
großen, die drei Winkel mit denen des kleinen lateinischen Alpha- 
betes bezeichnet, dann ist (Fig. 28) cos -4. : cos C « cos (B — x): cos x 
und hieraus cos -4. = cos (7 cos B + sin B cos C tg X] nach der Neper- 
schen Regel aber ist tg x =» tg (7 • cos a, also cos Ä 
= cos C cos jB 4- sin 5 sin C cos a, d. i. die Formel des 
Gosinussatzes. 

Ähnlich gibt der zweite Fall in Lamberts Ein- 
teilung den Gosinussatz für die Winkel, der dritte 
Fall die Gotangentenformel und der vierte Fall den 
Sinussatz. Für bequemere logarithmische Rechnung wird übrigens 
auch noch der Halbwinkelsatz und sein polarer abgeleitet und sin Ä 

Ä A 

= 2 sin - • cos Y durch die Winkel, sowie sin a durch die Seiten 

ausgedrückt (a. a. 0., S. 405—406). 

Endlich gibt er noch eine logarithmische Umformung des Gosinus- 
satzes an (415—417), indem er in der obigen Formel cos a = 1 — 2 sin* y 




Dreiecke. Mitteilnngen der Math. Gesellschaft in Hamburg m, 7 1897; siehe 
auch E. 0. Lovett im Bulletin of the American Math. Society, 2. Series, 
IV, 1898, 262. 
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setzt und hierdurch zunächst - - -^^— ^ 7; = ^— .- p~ ^ — sin*^ findet. 

2 am J5 sin 2 srnB amC 2 ""^^*'- 

Ißt dann ~--^-^ =■ sin* ^ , so kommt schlieBlich 
2 Bin Ji sin C 2 ' 

cos ^ = 2 sin B sin C sin ^4^ sin 5^:-? • ») 

A 2 

Auch die Gotangentenformel wird in ähnlicher Weise umgestaltet. 
Wir sehen hieraus, daß Lambert es vorzüglich verstand, die trigono- 
metrischen Rechnungen zu fördern, lange bevor Euler seinen zweiten 
Hauptaufsatz veröffentlicht hatte. 

In seinen „Zusätzen zu den logarithmischen und trigonometrischen 
Tabellen", die 1770 in Berlin erschienen, stellt er in Tafel XXI die 
,;brauchbarsten Sätze und die sämtlichen Fälle der geradlinichten und 
sphärischen Trigonometrie" zusammen. Dabei werden die rechtwinkligen 
Dreiecke wie in Fig. 29 bezeichnet, 
während für die schiefwinkligen die 
bereits in den Beiträgen benützte Be- 
zeichnung beibehalten wird. Die 
Formeln der sphärischen Trigono- 

. , Flg. 29. 

metrie geben zu keiner weiteren Be- 
merkung mehr Anlaß, dagegen muß gebührend hervorgehoben werden, 
daß seine Schreibweise der Formeln des rechtwinkligen ebenen Dreiecks, 
wie z. B. Ä =* h sin a = % cos b, c = h cos a = A sin b u. s. w. nicht nur 
die Vermeidung des Sinus totus, sondern geradezu die Darstellung 
der Funktionen als Verhältnisse erkennen läßt. Ausdrücklich 
hervorgehoben hat dies allerdings auch der scharfsinnige Lambert 
ebensowenig wie Euler. 

Endlich gehört hierher noch die Erwähnung einer Formel zur 
Berechnung rechtwinkliger ebener Dreiecke, die Lambert in den- 
selben Zusätzen (p. 151), sowie in seinen Beiträgen, 11, 312 ohne Ab- 
leitung mitgeteilt hat. Dieselbe lautet g? = ^^^'"^ ~ ^^^ ^^* 

etwas genauer als jene, welche wir bei Snellius (Tl. I, 243) kennen 
lernten. Einen Beweis für sie hat erst Mollweide 1807 in Zachs 
MonatL Korrespondenz XVI, 24 — 2ö gegeben. 

Noch von einer andern Seite her suchte Lambert die Trigono- 
metrie zu bereichem, indem er nämlich die Hyperbelfunktionen 
für sie zu verwerten begann. Schon Gregorius a St. Vincent io^), 

1) Eine etwas andere Umgestaltnng hat auch ein gewisser W. Gros well 
durch eine Begel ausgedrückt gegeben. Memoirs of ihe American Academy of 
Arte and Sciences U, 1780, veröffentlicht 1793. — 2) Wir schließen uns im 
Folgenden an die vorzügliche Darstellung an, die S. Günther im I. Kapitel 
seiner „Lehre von den Hyperbelfnnktionen*^ Halle 1980 gegeben hat. 
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David Gregory und Graig hatten durch die Quadratur der gleich- 
seitigen Hyperbel, wenn auch unbewußt, die Ghnmdlagen für diese 
Funktionen geschaffen, bei Newton traten dann bereits Vergleiche 
zwischen Ereis und gleichseitiger Hyperbel auf, und De Moiyre hatte 
schon ziemlich deutlich erkannt, daß durch Yertauschung des Reellen 
mit dem Imaginären Ereisaufgaben in solche fcir die gleichseitige 
Hjrperbel übergehen. Der erste aber, welcher eine Theorie der Hyperbel- 
fonktionen begründete, war der von Lambert selbst angeführte Graf 
Vincenzo Riccati (1707 — 1775), welcher die Hauptgleichungen für 
dieselben durch geometrische Betrachtungen entwickelte. Für uns ist 
diese Theorie nur insoweit von Interesse, als sie zur Behandlung 
trigonometrischer Probleme in Verwendung kam, was zuerst von 
Lambert angebahnt wurde. ^) 

Es sei CDQ ein Ereisquadrant, der den Ast Qq einer gleich- 
seitigen Hyperbel in Q berührt (Fig. 30), q ein beliebiger Punkt der 

Hyperbel, qP || QC, PQ xmd qp± QC, 
^ PCQ = CO, der sogenannte „transzen- 
dente** und ^ gC^ — y der „gewöhn- 
liche** Winkel, dann ist, wie die Figur 
zeigt, (1) tg y = sin o, CP == sec (O'^Cp 
= sinÄ9 und P^^tg© =P2 == COB htp. 
Bezeichnet man den zu -^ tp gehörigen 
Hyperbelsektor QCq mit u, so ist 

du = ^ __. tg» ' woraus folgt 2 ti =» 

= log-;^Jf-log;-±-^, oder endlich (2) « = logtg(450+|). 

Somit kann man zu jedem Winkel q> den entsprechenden Hyperbel- 
sektor berechnen, indem man sich der beiden Gleichungen (1) und 
(2) bedient. Damit konstruiert nun Lambert eine kleine Tabelle, 
welche in der ersten Spalte links die Werte des Winkels o von 0® 
bis 90^ enthält und zu ihnen die entsprechenden Hyperbelsektoren, 
den sinhyp., den cosinhyp., die Logarithmen derselben, die tg. und 
log tg. des zugehörigen gewöhnlichen Winkels und endlich in der 
letzten Spalte diesen selbst gibt. Wie er dieselbe zur Vereinfachung 
trigonometrischer Rechnungen anwendet, wollen wir an dem ersten 
der von ihm mitgeteilten Beispiele beleuchten. Es soll f&r ein sphäri- 
sches Dreieck aus dem Winkel c und der Seite B eine Tafel berechnet 
werden, die zu jedem Winkel c den zugehörigen Winkel a gibt Dazu 

1) Observations trigonom^triqneB. Histoire de FAcad^mie de Berlin 1768, 
24, 827. Hier betrachtet er auch die Funktionen sin (ix) und cos {ix) näher, 
die Euler schon durch die Exponentialfunktion definiert hatte (S. 107). — 
2) P und q sollen auf einer Parallelen zn CQ liegen! 
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hat man sin B ctg -4 = cos c cos JB + sin c cto a, und hieraus — ^ 
= tg Ä; seo c' — tg c', wenn tgk = tgB ctg Ä und c' = 90^ — c ist. 
Sind nun die den Winkeln h und c' entsprechenden Hyperbelsektoren 

X und y, 90 hat man ctg a «» cos B (tg x cos y — sin y) = sin (x — y), 

oder um die Funktionen nach ihren Gattungen zu unterscheiden : 

ctga = ^^^- sinÄ (x — y), wodurch die Rechnung auf eine 

einzige Analogie gebracht ist, und zwar auf die einfache Ad- 
dition des konstanten Logarithmus von cos B : cos % x zu dem 
Logarithmus von sin h (x — y). Zum Zwecke solcher Rechnungs- 
vereinfachungen suchte also Lambert die neuen Funktionen in der 
Trigonometrie zu verwerten. 

Wir haben schon hervorgehoben^ daß Lambert wie Euler die 
trigonometrischen Funktionen als Verhältnisse anschrieb; ohne sie 
jedoch als solche ausdrücklich zu definieren. Der erste, welcher dies 
tat, scheint Simon Klügel (1739—1812)*), ein Schüler Kastners, 
gewesen zu sein. Dieser veröffentlichte im Jahre 1770 eine „Ana- 
lytische Trigonometrie", welche hoch über den andern in Deutschland 
erschienenen Lehrbüchern jener Zeit steht. Darin heißt es (S. 3): 
„Die geraden Linien, deren Verhältnisse jeden Winkel zu bestimmen 
dienen, sind am einfachsten die Seiten eines recht winklichten Dreiecks"; 
und weiter: in dem bei B rechtwinkligen Dreieck ABC heißt „das 

Verhältnis BC : AC oder der Quotient -j^ der Sinus des Winkels A, 

der BC gegenüber liegt" u. s. w. und endlich (S. 4): ,y[ch will diese 
Verhältnisse mit einem allgemeinen Namen: trigonometrische 
Funktionen der Winkel nennen, als deren Stelle sie in der Rech- 
nung vertreten." Diese letztere, jetzt allgemein übliche Bezeichnung 
erscheint ebenfalls hier zum erstenmal. 

Mit der obigen Definition sind dann auch die immer noch ab 
und zu auftretenden Zweifel über das Vorzeichen der Tangenten und 
Cotangenten von Winkeln, die einen rechten übersteigen, endgültig 
gelöst, indem „auch die Analysis lehrt, daß der Übergang von dem 
bejahten zum verneinten auf zweyerley Arten geschehen kann, erst- 
lich, wenn durch die beständige Verminderung eine Größe Nichts 
und folgends verneint wird, oder zweitens, wenn sie, nachdem sie ohne 
Ende gewachsen ist, wieder abnimmt". Im übrigen schließt sich 
Elügels Schrift in der Bezeichnung ganz an Euler an und ent- 
wickelt in dieser die Hauptsätze der ebenen und sphärischen Trigono- 



1) Georg Simon Elügel war erst Professor der Mathematik an der Uni- 
versität Helmstädt, dann in Halle. 



136 6. Kapitel. 

metrie von wenigen geometriscli gewonnenen Sätzen ausgehend durch 
analytische Rechnung. So stellt er in der ebenen Trigonometrie 

den Sinussatz, den Cosinussatz, die Formel tang B = — ^ ^^^ 

die Winkelbeziehung sin C = sin J. cos JB + cos J. sin £ in den 
Vordergrund^) und entwickelt aus der letzteren unmittelbar das Ad- 
ditionstheorem; dabei erkennt er sehr wohl, daß dieses „alle 
Lehrsätze über die Zusammensetzung der Winkel^' enthält, 
und folgert sie daher in ihrer Gesamtheit aus ihm. 

Die Goniometrie — auch dieser Name, der von Lagny für 
die Winkelmessung eingeführt wurde, ward erst von Klügel in dem 
heute gebräuchlichen Sinne in seinem „Mathematischen Wörterbuch" 
n, 504 gebraucht — vervollständigte er dadurch, daß er die auf die 
Trigonometrie bezüglichen Reihen aus der Introductio Eulers herein- 
nahm, ihre Ableitungen aber teils selbständig gestaltete, teils vervoll- 
ständigte. Dann wandte er sich zur sphärischen Trigonometrie. 
Beachtet man, daß Eulers zweiter Aufsatz erst neun Jahre nach 
Klügeis Schrift erschien, so muß man seiner Entwicklung des voll- 
ständigen Formelsystems derselben alle Anerkennung zollen. Nachdem 
er hierbei vom Dreikant ausgehend die Sätze fär das rechtwinklige 
Dreieck gewonnen und dieselben zum erstenmal auf Dreiecke, deren 
Winkel > 90® sind, ausgedehnt hatte, leitete er aus diesen die drei 
Hauptgleichungen des schiefwinkligen Dreiecks ab und vervollständigte 
sie durch den Halbwinkelsatz und die Neperschen Analogieen, wahrend 
er gleichzeitig nachwies, wie man mit Hilfe des Supplementardreiecks 
zu jeder Formel eine Polarformel angeben kann. Von den An- 
wendungen, die seinem Buche beigegeben waren, wollen wir nicht 
weiter sprechen. 

Elügels Buch hat jedenfalls sehr viel zur rascheren Einführung 
von Eulers analytischer Behandlungsweise in unsere Wissenschaft 
beigetragen; und wenn diese Methode auch in den Lehrbüchern nur 
sehr langsam die ältere verdrängte, so bedienten sich ihrer doch die 
Gelehrten vom Beginn der siebziger Jahre an fast ausschließlich. 
Davon zeugen die wissenschaftlichen Abhandlungen, die in den Aka- 
demieschriften aller Eultumationen erschienen, fast auf jeder Seite. 



1) Übrigens hat Elügel auch die übrigen trigonometrischen Sätze. So ent- 
wickelt er den Tangentensatz aus dem Sinussatze und fuhrt ähnlich, wie schon 
Th. Streete (s. S. 44) getan hatte, zu seiner Benützung einen Hilfswinkel ein, 

indem er in {c + o) : (c — 6) = tg — ^ — : tg — - — , — = cos 2a setzt; das 

A A C 

gibt dann tg — ^^- - = tg« a ig ; • 
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Mit besonderem Geschick handliabte sie Eulers Schüler Lexell 
(1740 — 1784), Professor der Mathematik und Akademiker in Peters- 
burg, der außer seinen Abhandlungen über Polygonometrie, auf die 
wir noch zu sprechen kommen, in mehreren Aufsätzen, die in den 
Schriften der Petersburger Akademie niedergelegt sind, schwierige 
Probleme der sphärischen Trigonometrie mit großer Leichtigkeit und 
Eleganz behandelte. So wies er nach, daß die Spitzen aller sphäri- 
schen Dreiecke von gleicher Flache, die über derselben Ghiindlinie 
stehen, auf einem Eleinkreise liegen^) und daß die Produkte des Sinus 
jeder Seite in den Sinus der zugehörigen Höhe, sowie die Produkte 
des Sinus jedes Winkels in den Sinus der entsprechenden Höhe kon- 
stant sind'), und zwar ist die erstere Eonstante 

d « 2 ysin s sin (5 — a) sin (s — h) sin (s — c) , 
wo nach Lexells Bezeichnung ^ » | (a + & + c) bedeutet, und die zweite 
Konstante * = 2 iZ-^cös S cos (S~-~.I)~cos (S-B) cös~(ß-'C) für 
8 ^ j {Ä + B + C). Mit diesen Werten fand er dann unter anderen 
die sphärischen Radien des einem Dreieck umschriebenen und des 
eingeschriebenen Kreises^ die er bezüglich durch die Formeln 

a . h c 
4sin~sm-8m-^ 2cosÄ 
tgr ^ -^, 

ABC 

4 cos —- cos -TT cos -— „ . 
. 2 2 2 2 sin 8 

tgp- -s -^ 

ausdrückte. Femer entwickelte er noch die Formel cob^(A + B+C) 

^ ^ sowie die entsprechenden für cosj{Ä+ B—C) 

4 cos -7-- cos -r- cos -tr 
2 2 2 

u.. 8. w. und deren Polarformeln. Eine ganze Reihe der hier gegebenen 
Gleichungen wurden im 19. Jahrhundert von Gagnoli, Gudermann 
und anderen wieder neu gefunden.') 

Außerdem zeigte er, daß auch auf der Eugel ein dem Ptolemäi- 
sehen Satze vom Sehnenyiereck ähnlicher existiert, und leitete Formeln 
ab, durch welche die Winkel und die Winkelsumme eines sphärischen 
eingeschriebenen Vierecks durch die Seiten ausgedrückt werden. End- 
lich wurde noch der Satz, über den Ort eines Punktes, dessen Yer- 

1) Acta Acad. Petrop. 1781, pars 1, 112 ff. Steiner hat später diesen Satz 
ergänzt und durch rein geometrische Betrachtung erwiesen (1827). — 2) Ebenda, 
1782, pars 1, 58—103. Theor. 12, 13, 16 und 16; d hatte übrigens schon 
Euler bestimmt in Novi Comm. Petrop, IV, 168, siehe S. 126, Formel fclr F. 
Vgl. auch Lagrange: Journal de Täcole Polyt. 6, cah. 272—274, 1798/99. — 
3) Vgl. den Beweis von Prouhet. Nouv. Ann. de Mathem. XV, 1866, 91. 
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bindungsstrahlen mit zwei festeo Punkten in konstantem Verhältnis 
stehen anf die Kugel ausgedehnt und ebenso der bekannte Satz^ daß 
die Schnittpunkte der Seiten eines dem Ereis eingeschriebenen Dreiecks 
mit den in den Gegenecken errichteten Tangenten in einer Geraden 
liegen. *) 

Ahnliche Probleme der sphärischen Trigonometrie behandelten 
auch Eulers Schwiegersohn Nikolaus Fuß (1755 — 1826)*) und 
der Petersburger Astronom F. Theodor Schubert (1758—1825)*), 
und auch der bekannte Göttinger Professor Abraham Gotthelf 
Kästner (1719—1800) hat in seinen „Geometrischen Abhandlungen"*) 
und anderwärts verschiedene Aufgaben der ebenen und sphärischen 
Trigonometrie praktisch behandelt, wenn auch die Eleganz seiner 
Losungen durch das beständige Mitschleppen des Sinus totus gegen- 
über der Behandlungsweise der oben genannten Gelehrten beeinträchtigt 
wird. In wenig eleganten Formeln teilte auch der französische Abbe 
Jean Paul de Gua de Malves (1712 — 1785), der sich aus Lieb- 
haberei mit Mathematik beschäftigte und 1741 Mitglied der Pariser 
Akademie wurde, einige nicht uninteressante Sätze mit. Trotz Eni er 
imd seinen Nachfolgern suchte er nämlich eine neue, aber sehr schwer- 
fällige Bezeichnungsweise in die Trigonometrie einzuführen, auf die 
wir noch zu sprechen kommen werden, baute unter Benützung der- 
selben ein System der Trigonometrie auf und veröfiFentlichte außer- 
dem einige Formeln zur Bestimmung des sphärischen Exzesses, von 

denen wir als neu die folgende ctg— = ctg y ctg — cosec jB + ctgB*) 

hervorheben, sowie Lehrsätze über den Tetraederinhalt, in denen er 
jedoch zum Teile mit Euler zusammentraf. 

Auch der große Lagrange^), Eulers Nachfolger als Direktor 
der mathematischen Klasse der Berliner Akademie, beschäftigte sich 
vorübergehend mit trigonometrischen Fragen. Außer der schon wieder- 
holt angeführten Abhandlung^) „De quelques problemes relatifs aux 
triangles spheriques, avec une analyse complete de ces triangles'^, auf 
die wir noch weiter unten eingehen werden, schrieb er 1774 „Solutions 

1) Acta Acad. Petrop. 1782, pars II, 85—96. — 2) Nova Acta Acad. 
Petrop. II, 1788 und HI, 1788. — 8) Ebenda, IV, 1786, 89. XII, 1794, er- 
schienen 1801. ~ 4) Geometrische Abhandlungen, 2 Sammlungen, 1790 — 1791. 
Kästner war von 1768 bis zu seinem Tode Professor der Mathematik in 
Göttingen und verdankt seine Berühmtheit namentlich seinen Lehrerfolgen. — 
5) Mämoires de TAcad^mie de Paris, 1788, 369. — 6) Joseph Louis La- 
grange (1736—1813) wurde 1756 Professor der Mathematik an der Artillerie- 
schule zu Turin, dann Mitglied der Berliner Akademie, 1787 begab er sich nach 
Paris. Später wurde er Professor an der äcole normale und der Iticole poly- 
technique. — 7) Siehe S. 125 und 187, Anmerk. 2. 
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de quelques probl^mes d'Astronomie sph^rique par le moyen des 
series^, welche in den M^moires der Berliner Akademie (für das Jahr 
1776) 1779 erschien, worin er die AuflSsung der Gleichung tgjt; 
» m tg y nach x '^durch die Reihe a? —» y — 9 sin 2y + j 9' sin 4y 

— y 9* sin 6y H gab, in welcher d = v-^T' bedeutet. Indem er 

diese Gleichung sowohl mit jenen drei Fundamentalgleichungen des 
rechtwinkligen sphärischen Dreiecks, in denen Tangenten vorkommen, 
als auch mit den Neperschen Analogieen identifizierte, gelangte er zu 
mehreren namentlich in der Astronomie und Geodäsie sehr brauch- 
baren Losungen trigonometrischer Aufgaben. Waren z. B. die Winkel ß 
und y eines sphärischen Dreiecks direkt durch die Seiten b und c 
und den eingeschlossenen Winkel a zu bestimmen, so benützte er die 
beiden Analogieen: 

.«.6 — c a.« b — c 

*«V TTTT- """* *8 2 6 + c ' 

gm — ~ — cos — i — 

2 2 

indem er in der obigen Reihe einmal x = '~I^, y — 90® — y und 

.6 — c ft — c 

sm — — cos — - — 

m = — , -, — , das anderemal x «= « - , y = 90® ~ ^> »» = i. i - 

Bin _ .y — cos — ' - 

2 2 

einföhrte, wodurch sich Entwicklungen für - -" ~ » ^ " + 90^ ^^^ 
^~^2 ~ "" ^ ergaben, die nach den Sinus der Vielfachen von a fort- 
schritten. Durch Addition erhielt er dann 

y-tgY(ctg2 +<Ä-2)sma-itg*2 (^*8* 2 -tg«|-)8in2« + ... 

/l=1800-a + tg|(tg|-ctgJ)sina-itg«-|(tg«J+cig»^^^ 

Diese beiden Reihen sind um so konvergenter, bemerkt Lagrange, 
je kleiner c ist und je näher b an 90^ liegt. Auch zeigt Lagrange 
in derselben Abhandlung, daß die Methode, welche ihn die obige 
Formel finden ließ, nämlich die Benützung des Imaginären, auch 
noch ähnliche Gleichungen komplizierterer Form zu losen gestattet 
Lambert hat 1777 ebenfalls ähnliche Gleichungen durch Reihen 
gelost^), und desgleichen finden sich in Delambres großer Arbeit 
über die Bestimmimg des Meridianbogens zwischen Dünkirchen und 

Barzelona') transzendente Gleichungen, wie z. B. tgy » yzl. Ä 

1) Bode, Astronomisches Jahrbnch for 1780, p. 67. — 2) M^thodes analytiqnes 
ponr la d^termination d'nn arc du mdridien. An YII (1798/99), Paris, 4^ 64 n. 111. 
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mittelst der Methode der unbestimmten Koeffizienten durch Beihen 
behandelt. Da jedoch eine Verwendung dieser Gleichungen zur Dreiecks- 
auflösung der höheren Geodäsie angehört^ verzichten wir auf weitere 
Angaben. 

Hervorragende Verdienste um die Ausbildung der elementaren 
Trigonometrie nach der von Euler eingeschlagenen Richtung hin 
erwarb sich der Italiener Antonio Cagnoli (1743 — 1816), der sich 
zuerst als Privatmann in Verona eine Sternwarte erbaute und dann 
später von Napoleon an das Observatorium in Mailand berufen 
wurde. Er gehörte der von Lorgna gegründeten Societa Italiana an, 
welche Mathematiker wie Malfatti, Riccati, Ruffini und Ferroni 
zu den ihren zählte, und wurde nach Lorgnas Tode Präsident dieser 
gelehrten Genossenschaft. Seine „Trigonometria plana e sferica^, 
welche 1786 italienisch und französisch (Paris in 4^) in erster, 1804 
italienisch in zweiter Auflage und 1808 in französischer Sprache 
nochmals erschien, ist das vollständigste und umfassendste Handbuch 
jener Zeit, und noch heute wird man manches Interessante und Lesens- 
werte darin finden. Wenn auch Gagnoli noch immer ausschließlich 
mit trigonometrischen Linien rechnet, so nimmt er doch die Einheit 
als Radius an und adoptiert die Eulerschen Bezeichnungen der 
Funktionen, denen er nur merkwürdigerweise die abkürzende Be- 
zeichnung der Dreiecksseiten nicht zugesellt. Sein Hauptverdienst 
aber liegt darin, daß er wie Elügel die analytische Rechnung in den 
Vordergrund stellt und nur die notwendigsten Sätze aus Figuren 
gewinnt. 

Viel wesentlich Neues inbezug auf elementare Trigonometrie zu 
bringen, war kaum mehr möglich, doch wollen wir das Wenige, was 
wir bei einer Durchsicht des vortrefiFlichen Werkes, sowie in einer 
Abhandlung, die Gagnoli zur Ergänzung in den Memorie della Societa 
Italiana t. VH, 1794 erscheinen ließ, fanden, hier zusammenstellen. 
Zunächst bringt er den Cosinussatz der ebenen Trigonometrie durch 
Einführung des Cosinus oder Sinus des halben Winkels und Ver- 
wendung eines Hilfswinkels auf eine logarithmisch brauchbare Form. 
Dies hatte allerdings schon 1777 Johann Tobias Mayer (1752-1830)^) 
ganz in derselben Weise geleistet, Gagnoli scheint jedoch Mayers 
Schrift nicht gekannt zu haben. Femer löst^) er eine Reihe kompli- 
zierterer Dreiecksaufgaben auf sehr elegante Weise, wobei er sich stets 
die Herstellung einer Endformel zum Ziele setzt Zu bemerken ist 



1) Gründlicher und ansführlicher Unterricht zur praktischen Geometrie, 
Göttingen 1777, 4 Bände 8®, B I, 12—13. — 2) Cose trigonometriche, Memorie 
t. Vn, 1794, 35 ff. Daselbst sind im ganzen 13 Probleme behandelt. 
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endlich noch; daß sich in seiner Trigonometrie (1. Aufl. p. 122) auch 
die Mollweideschen Gleichungen entwickelt und verwendet finden. 

Aus seinen Ergänzungen zur sphärischen Trigonometrie ent- 
nehmen wir die fandamentale Formel sin c sin a + cos c cos a cos B 
= sin -4 sin C — cos Ä cos C cos b^), die erste Relation^ welche 
zwischen den sechs Stücken eines sphärischen Dreiecks ge- 
geben wurde. Femer ist seine Umgestaltung des Gosinussatzes für 
logarithmische Rechnung yon Interesse. Indem er ihn nämlich in 
die Qestalt brachte 



y, 



• -4. * Ä 

, I , sin c sin & sin -— * sin c sin & sin — 

sin l - sin ^=^ I / 1 + TTZTS— ^^^ tgV . «c-fe " 



Sin — - — Bin 

sin 



setzte, ergab sich sin - =« *) Ferner hat er zuerst 

' ° 2 cos q? -^ 

(§ 1030 — 1036) Formeln konstruiert, um die Stücke des rechtwinkligen 

sphärischen Dreiecks eventuell bis auf Zehntelsekunden genau erhalten 

zu können. Dabei gelangt er unter anderen zu folgenden drei: 




^c + « 



t, (46. + I) . / '.,:±-, ^ (46. + A) -l/üifil, 



^(46..?)-yjg. 



Weiter ist noch anzuführen, daß er die Proportionen, zu welchen 
zwei rechtwinklige sphärische Dreiecke, die entweder einen Winkel 
oder die Hypotenuse gemeinsam haben, Anlaß bieten^ vollständig ent- 
wickelte und außerdem die Formeln ableitete, welche den Zusammen- 
hang der Elemente eines sphärischen Dreiecks mit denen des zu- 
gehörigen Sehnendreiecks geben.') Auch um die Auflösung trigono- 



1) Diese Formel findet sich erst in der Ausgabe von 1808 No. 1139, 326. 
Sie wurde später oft bewiesen und von A. Cayley 1869 wieder neu auf- 
gefionden. CoUected papers lY, 80; Cajlejs Beweis unterscheidet sich wenig 
von dem, den Bretschneider im Journal für Mathem. 1886 XTTT, 160 ge- 
geben hat, ist aber einfacher als der Cagnolis. — 2) Steht auch schon 
im Cose trigonometriche , 1786, Problem VI der sphärischen Probleme. — 
3) Kap. ym der ersten, Kap. XX der Auflage von 1808. Die elegante 

b c b c 

Formel cos A' = cos A cos cos — + sin —- sin — gibt z. B. den 

2 2 2 2 

Winkel A' des Sehnendreiecks, der dem -^ A im sphärischen entspricht. In 
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metrischer Gleichungen hat sich Cagnoli Verdienste erworben. So 
behandelte er z. B. die wichtige Gleichung a cos Ä + b sin. Ä = n, 
indem er a = m cos Bj^ b ^ msiaB setzte. Allerdings war ihm hierin 
Kästner schon 1772 zuvorgekommen.^) 



§ 2. Tetragonometrie und Folygonometrie. 

Die Ausbildung der Formelsprache und die dadurch gewonnene 
Geschmeidigkeit der analytischen Rechnung ermöglichte die viel- 
seitigsten Anwendungen der trigonometrischen Lehren. Allerdings 
müssen wir dieselben im allgemeinen von unseren Betrachtungen aus- 
schließen^ wollen aber hiervon insofern eine Ausnahme machen^ als 
wir die Lehre von der Berechnung unregelmäßiger Polygone, welche 
gegen Ende des 18. Jahrhunderts Bearbeitung fand, kurz in den Kreis 
unserer Betrachtungen ziehen.^ 

Wohl kann jede Berechnung eines Polygons durch Kombination 
von Dreiecksformeln erledigt werden, da man ja dasselbe nur durch 
Diagonalen in Dreiecke zu zerlegen braucht So wurde auch verfahren, 
bis Lambert in seiner „Anlage zur Tetragonometrie^^') zur Berechnung 
der Vierecke direkt Formeln herstellte, die überflüssige Rechnungen 
ersparen sollten. Da ein Viereck durch fünf unabhängige Stücke be- 
stimmt wird, so muß zwischen je sechs immer eine Gleichung be- 
stehen und zwar gibt es, wie Lambert zeigt, vier solche Beziehungen, 
für welche er die vier entsprechenden Formeln au&tellt, ohne sie 
abzuleiten. Da man jede von diesen nach einem der sechs Stücke 
auflösen kann, so bekommt man 24 Fälle, von denen jedoch nur 14 
verschieden sind, da mehrere Auflösungen dasselbe sagen, und drei 
Winkel bereits den vierten bestimmen, Umstände, die Lambert nicht 
berücksichtigt hat. Des Weiteren wird noch eine Diagonale gezogen 
und untersucht, wie die Stücker dann zu verteilen sind, so daß nicht 
jedes Dreieck für sich bestimmt ist^ sondern beide zusammengenommen 
werden müssen, wenn man zu einer Hauptgleichung gelangen will. 
Bei der Abzahlung der hierdurch möglichen Fälle entgingen ihm 
jedoch einige, was dann später Biörnsen und Lexell nachgewiesen 



einem Briefe an Gerling hat Gauß 1816 die Relation angegeben cos A' 

= cos - cos (jl — yV t« = ^ + 5 + O — 180«, Gauß^ Werke VIU, 291. 

1) Astronomische Abhandlungen 1772. ~ 2) Die in dieses Kapitel ein- 
schlägige Literatur hat für mich Herr Wilhelm Schmidt, ein früherer Teil- 
nehmer meines mathematisch-historischen Seminars, durchgesehen, an seine Mit- 
teilungen schließe ich mich hier an. — 3) Beiträge zum Gebrauche der 
Mathematik, 1770, II, 175—184. 
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haben. Auf die Fälle, die durch das Auftreten zweier Diagonalen 
entstehen^ läßt sich weder Lambert noch einer seiner l^achfolger ein. 

Zu diesen gehörte der uns schon bekannte Johann Tobias 
Mayer, der Sohn des gleichnamigen berühmten Astronomen, welcher 
in seiner Inauguraldissertation 1773^) Lamberts Arbeit, deren Irrtümer 
er auch mit herübemimmt, ausfahrt. Namentlich geht sein Bestreben 
dahin, logarithmisch brauchbare Gleichungen zu erhalten, was seine 
wenn auch mangelhafte Abhandlung immer noch yorteilhaft von dem 
Buche*) unterscheidet, das der Däne Stephan Biörnsen 1780 heraus- 
gab. Im übrigen ist das letztere Werk, welches ebenfalls an Lambert 
anknüpft, weit yoUständiger als Mayers Schrift, ii^dem auch die 
Fälle, welche mit Zuhilfenahme einer Diagonale entstehen, analytisch 
behandelt sind. In manchen Fällen leitet er auch geometrische Kon- 
struktionen ab und erklärt die auftretenden Doppelwerte. Auch stößt 
er wiederholt bei seinen Rechnungen auf Gleichungen von höherem 
als dem zweiten Grade; diese bleiben dann ungelöst und Biörnsen 
bemerkt, die Geodäten müßten eben solche FäUe zu vermeiden suchen! 

Der erste, welcher den geringen Wert solcher Detailuntersuchungen 
erkennend eine allgemeine Methode zur Berechnung beliebiger 
Polygone entwickelte, war der uns schon bekannte Petersburger 
Astronom und Mathematiker L exe 11. In zwei Abhandlungen, die den 
Titel führen „De resolutione polygonorum rectilineorum^^') und in 
den Jahren 1775 und 1776 erschienen, löste er die Angabe, aus 
2n — S Stücken eines n-Eckes, die dasselbe bestimmen, die übrigen 
zu berechnen, indem er das Polygon auf zwei zueinander senkrechte 
Linien, wovon er die eine mit einer Seite zusammenfallen läßt, ortho- 
gonal projizierte. Die beiden hierdurch sich ergebenden fundamentalen 
Gleichungen sind in Lexells Schreibweise: 

aBma + hBm(a + ß) + CBm{a+ß+y) + --'l8m(a+ß+y-^ 1-^) = 0, 

a cos a + 6 cos (a + /3) + ccos (a+ß+y) -\ — /cos (a+ß+y-] h^) = 0, 

wobei a, h, c , , , l die Seitenlängen und a, ß^ y . . . X die Außen- 
winkel des Polygons bedeuten, und die Beziehung a + ß + y-] \-k 

= 360^ besteht. Die beiden Gleichungen werden auch noch dadurch 
verallgemeinert, daß die Projektion des Polygons auf zwei beliebige 
sich in einer Ecke schneidende rechtwinklige Achsen vorgenonmien 

1) Tetragonometriae specimen I, Göttingen 1773. — 2) Introductio in 
Tetragoniometriam ad mentem Lambert, Hauniae 1780. — 5) NoyI commen- 
tarii Acad. Petrop. XIX; 1774, 184—286 und XX, 1775, 80—122, publiziert 1776 
bezüglich 1776. Lexell hat Beine Hauptformeln in einem Briefe dem Engländer 
Morton beweislos mitgeteilt, der sie dann 1776 in den P. T. LXV, pars 2, 
281—882 veröffentlichte; Charles Hutton gab dann im nächsten Band 600—603 
einen Beweis derselben, der mit dem Lexells im ganzen übereinstimmt. 
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wird, und ihre allgemeine Gültigkeit für überschlagene Polygone und 
solche mit «inspringenden Ecken wird an Beispielen dargetan, wobei 
nur zu beachten ist, daß die Summe der Außenwinkel in solchen 
Fällen ein Vielfaches von 2x beträgt. 

Als spezielle Anwendungen seiner allgemeinen Formeln zeigt 
Lexell, wie sich aus denselben die Grundgleichungen der Trigono- 
metrie unmittelbar ergeben, leitet dann die vier Hauptgleichungen 
Lamberts für das Viereck ab und fügt noch die entsprechenden far 
Fünf- und Sechseck bei. Aus den weitem Resultaten seiner Unter- 
suchungen heben wir noch die Bestimmung der Anzahl der not- 
wendigen Gleichungen für ein n-Eck und die Einteilung derselben in 
zwei Elassen, je nachdem sie Beziehungen zwischen n Seiten und 
n — 2 Winkeln oder zwischen n — 1 Seiten und n — 1 Winkeln 
geben, hervor. Die Relationen der ersten Klasse sind stets von der 
Form a;* =• P oder x^ + Px = Q und gos q> = R, aostp ^ R sin tp +S, 
die von der zweiten Klasse aber haben nur die Gestalt tg 9 = 12, 
sin 9) = J?, oder sin 9 = JJ cos ip + S. 

Die zweite Abhandlung Lexells enthält hauptsächlich Detail- 
ausführungen seiner allgemeinen Betrachtungen, indem diese auf alle 
Einzelbestimmungen des Vierecks angewendet werden. Außerdem 
zieht er auch eine Diagonale mit in Betracht, gibt eine vollständige 
Aufzählung und Klassifizierung aller möglichen Fälle und weist darauf 
hin, wie man eine ähnliche Abzahlung bei Herztmahme beider Dia- 
gonalen bewerkstelligen könne. Gelöst werden dann noch die beiden 
für die Geodäsie wichtigen Aufgaben: „Aus den vier Seiten und einer 
Diagonale die andere zu bestimmen'^, die sich durch eine quadratisch 
lösbare Gleichung vierten Grades ergibt, und die schon von Snellius 
behandelte Aufgabe^), aus einer Seite und den vier anliegenden durch 
die Diagonalen und die Seiten mit ihr gebildeten Winkeln die Gegen- 
seite zu berechnen. 

Auf einer andern (Jrundlage hat Simon L'Huilier (1750—1840), 
Professor der Mathematik in Genf, eine Polygonometrie entwickelt.*) 
An die Spitze stellte er folgenden Satz: „Läßt man eine Seite des 
Polygons weg, bildet aus allen andera die Produkte zu je zweien und 
multipliziert jedes Produkt mit dem Sinus des von den betreffenden 

Seiten gebildeten Winkels, so ist die Summe dieser i Pr^ 

dukte gleich dem doppelten Inhalt des Polygons.^' Da man nun 
immer andere Seiten des Polygons nacheinander weglassen kann, so 
erhält man n Ausdrücke für den Polygonsinhalt, die einander gleich- 

1) Siehe Tl. I, S. 246. — 2) Polygonomätrie ou de la meaure des figares 
rectilignes etc., Paris 1789, 4®. 
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gesetzt, fundamentale Beziehungen zwischen den Seiten und Winkeln 
des Polygons liefern. Außer dieser Formelgruppe verschafll sich aber 
L'Huilier noch zwei Fundamentalformeln, die identisch sind mit 
Lex eil 8 Projektionsformeln, indem er den Polygonsinhalt einmal in 
der obigen Weise und dann als Summe eines durch eine Diagonale 
abgeschnittenen Eckdreiecks und des übrigbleibenden Polygons von 
w - 1 Seiten bildet. So ergibt sich z. B. für das Fünfeck ABCDE 
die Gleichung AE ^mE ^ AB^m{B + C + D) + BC f^m{C + D) 
+ CD sin D, welche bis auf die Bezeichnung mit L exe 11s erster 
Formel übereinstimmt.^) Übrigens hat L'Huilier, wie er in der 
Vorrede seines Buches angibt, von Lexells Arbeit erst durch seinen 
Freund Pfleiderer in Tübingen Nachricht bekommen, nachdem er 
schon im Besitze seiner Resultate war. 

Angewendet hat L'Huilier seine Sätze zur Lösung dreier 
Hauptprobleme, die er in der Polygonometrie unterschied. Es 
sind dies folgende: 1) Aus w — 1 Seiten und w — 2 Winkeln die 
fehlenden Stücke zu bestimmen, desgleichen 2) aus allen Winkeln 
und aus n — 2 Seiten, 3) aus allen Seiten und aus w — 3 Winkeln 
das Polygon zu berechnen. Hierfür werden auch numerische Beispiele 
durchgeführt. Außerdem hat L'Huilier noch in einer dem Institut 
national 1799 eingereichten Abhandlung*) diese Sätze auf Raum- 
polygone ausgedehnt und den Hauptsatz der Polyedrometrie auf- 
gestellt, daß jede Seitenfläche eines Polyeders gleich der Summe der 
übrigen ist, jede mit dem Cosinus des Winkels multipliziert, den sie 
mit der ersten bildet. Doch wurden die näheren Bedingungen, unter 
denen dieser Satz allein richtig ist, weder bei L'Huilier, noch bei 
Carnot'), der sich ebenfalls mit den Sätzen der Polyedrometrie und 
der Polygone im Räume beschäftigte, angegeben. 

In einem nur losen Zusammenhang mit den letzterwähnten all- 
gemeinen Sätzen über Polyedermessung stehen die Arbeiten von 
Lagrange*) 1773, und von De Gua 1783 über das Tetraeder; der 
erstere bestimmte in der ihm eigentümlichen eleganten Weise durch 
analytische Rechnung die Seitenflächen, das Volumen, die Radien der 
um- und eingeschriebenen Kugeln u. s. w. für das Tetraeder, während 
der letztere sich in ziemlich schwerfälliger Weise der elementaren 
HiKsmittel hierzu bedieute. (Vgl. S. 125, Anm. 2.) 

1) Eine etwas andere Formulierung gab dem Satze später Bleibtreu in 
„Neue und leichte Methode, den Flächeninhalt und die Konstruktion jeder Figur 
aus den Seiten und Winkeln zu berechnen*'. Neuwied 1810, 8®. Die beiden 
Formeln Lexells stehen bei L'Huilier a. a. 0. 18 und 20. — 2) M^moires de 
rinstitut 180Ö. — 3) Geometrie de position 1803, 306. — 4) Memoires de l'Aca- 
ddmie de Berlin 1773, Werke Ed. Serret III, 661—692. 

y. Braanmühl, Geschichte der Trigonometrie. II. 10 
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§ 3. Trigonometrisohe Tafeln, Reihenlehre, Zyklometrie 
und DifferentiaLtrigonoinetrie. 

Von trigonometrisch logarithmisclien Tafeln waren in der zweiten 
Hälfte des 18. Jahrhunderts die verschiedenen Ausgaben von Gardiners 
Tafeln, sowie jene von Rivard vielfach in Gebrauch; neu erschienen 
im Jahre 1760 zu Paris Lecailles und Lalandes Tables des loga- 
rithmes pour les Sinus, Tangentes etc. in 12^, die namentlich wegen 
ihrer Handlichkeit sehr beliebt waren und lange im Gebrauch blieben.^) 
In einer Abhandlung von 1761') setzt Lalande ein Interpolations- 
verfahren zur Berechnung solcher Tafeln auseinander, das sich auf jenes 
von Mo u ton (S. 52) stützt, und bedauert sehr, daß dessen Tafeln 
aller Logarithmen der Funktionen für die Sekunden der ersten und 
letzten vier Grade nicht veröffentlicht seien. Wir erwähnten schon 
früher, daß ein Teil von Moutons Berechnungen in die von dem 
Jesuiten E. Pezenas (1692—1776) besorgte Neuausgabe (1770) der 
Tafeln Gardiners übergingen.^) Camus veröffentlichte in seinem 
„Cours de Math^matiques'^ 1755, U eine ISstellige Hilfstafel zur Be- 
rechnung der Sinus. Femer erschien 1760 zu Haarlem eine Tafel 
der Funktionen für jede Minute der acht ersten Grade auf 10 Dezi- 
malen von Dirk Klinkenberg*) (1709—1799). Zehn Jahre später 
veröffentlichte Lambert seine schon erwähnten „Zusätze zu den 
logaiithmisch trigonometrischen Tabellen zur Erleichterung und Ab- 
kürzung der bei Anwendung der Mathematik vorfallenden Berechnungen^' 
(Berlin 1780 in 8®). Von dieser auf eine Anregung Lagranges ent- 
standenen^) Tafelsammlung interessiert uns außer den schon früher 
erwähnten Tafeln zunächst Tafel XIX p. 137, welche die Sinus von 
3^ zu 3^ in algebraischen Ausdrücken enthält, um gegebenen Falls 
verschiedene Rechnungen in aller Schärfe vornehmen zu können, die 
man mit den gewöhnlichen Tafeln nur auf eine begrenzte Anzahl 
Dezimalen führen kann. Über die Aufstellung dieser Tabelle verbreitet 
er sich in seinen Beiträgen II (133 — 189) und zeigt, daß die einzelnen 
Funktions werte aus 15 verschiedenen Wurzelwerten zusammengesetzt 

1) Poggendorff, Biogr. lit. Handwörterb. führt Auf lagen von 1781, 1799, 
1804 an und Glaishera. a. 0. 118 fünfstellige Logarithmen der trigonometrischen 
Funktionen von 1805, sowie siebenstellige von 1829. — 2) Sur les interpolations 
ou sur l'usage des diff^rences secondes troisiämes etc. Mämoires de rAcad^mie de 
Paris 1761, 125—189. — 8) Pezenas hat auch eine Abhandlung über Herstellung 
einer Tafel zur Behandlung aller sphärischen Dreiecksfälle geschrieben : Memoire 
de r^duire en tables la Solution de tous les triangles sph^riques, 1772, Avignon 4^. 
Wir konnten jedoch dieselbe nicht einsehen. — 4) Körte Verhandeling over de 
Sinus etc. Verh. Hol. Maatsh. te Haarlem 1760, 268. — 5) Brief an D'Alem- 
bert vom 4. April 1771. Lagrange Oeuvres. Ed. Serret XTTT, 196. 
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sind und aus diesen sich nur durch Addieren und Subtrahieren be- 
rechnen lassen. Cagnoli hat später (1794)^) eine Ableitung derselben 
gegeben. In Tafel XX (139 — 141) gab Lambert eine Zusammen- 
stellung der wichtigsten goniometrischen Formeln in ganz modemer 
Schreibweise, Tafel XXIII (146 — 149) bot die Länge der Kreisbögen 
auf 27 Dezimalen für alle Grade von 1® bis 100^, von da ab in 
Intervallen von 30® und endlich noch für Minuten und Sekunden. 
In Tafel XXIV (150—151) stellte er die Werte der Sinus und Cosinus 
für sehr kleine Winkel, in Tafel XXV (152—160) die Sinus aller 
Grade mit 1, 2, 3 ... 9 multipliziert zusammen; Tafel XXVI enthält 
die Sinus, Tangenten, Sekanten der Winkel von Grad zu (Jrad und 
ihre Logarithmen, und Tafel XXVUI (198—201) ist für die Inter- 
polation bestimmt, mit der sich Lambert auch in den „Beiträgen'^ 
(in, 66) beschäftigte.') Auch seine Forschungen über rationale 
Trigonometrie müssen hier erwähnt werden. Diese knüpfen sich 
an einen Brief vom 15. Oktober 1773 an, in welchem ihm ein ge- 
wisser Pater Simon Baum vom St. Salvatororden mitteilte^), daß er 
223 Sinuswerte in rationalen Zahlen bestimmt habe und noch 20000 
zu berechnen gedenke, welche zur Behandlung von Dreiecken dienen, 
deren Seiten und Inhalt rational sind. Wir erinnern uns, daß schon 
Vieta einen Kanon für solche Dreiecke gegeben hatte (Tl. I, 159), 
den weder Baum noch Lambert gekannt zu haben scheinen, und 
daß auch De Lagny sich mit ähnlichen Betrachtungen abgab. Lam- 
bert antwortete nun am 14. Dezember 1773 dem Baum, er habe 
eine Tafel aller Brüche, deren Nenner 100 ist, berechnet, und fügt 
bei, es sei genügend, 200 rationale Sinus zu finden, die er schon aus 

dieser Tafel finden könne. Femer sei allgemein tg a = y gesetzt, so ist 

sin 2a = ^* J— «, cos 2a = p^^i, ™d hieraus z. B. für y = ^^ , 

sin 2a ^11, cos 2a = ||, a = 30» 30' 27". Lambert hat selbst eine 
solche Tafel nie veröffentlicht, wohl aber findet sich eine nach seiner 
Methode berechnet in der Tafelsammlung von Johann Karl 
Schulze, die 1778 in zwei Bänden in Berlin erschien.*) Es ist dies 



1) Cose trigonometriche. Memoire della Societä Italiana VE, 1704, 2 — S. 
Vgl. die ähnliche Tafel von Wallis (S. 65). In neuerer Zeit hat E. Gelin eine 
ebensolctie Tafel auch für die Tangenten und Sekanten veröffentlicht, Mathesis 
Vni, 1888. — 2) Lamberts Tafelsammlung wurde 1798 auf Kosten der Lissa-^ 
boner Akademie lateinisch herausgegeben. — 3) Deutscher gelehrter Briefwechsel 
Lamberts, herausgegeben von Johann n. Bernoulli I, 270, ferner beziehen 
sich hierauf noch die Briefe vom 14. Dezember 1773 und vom 16. Mai 1774, 11. 
— 4) Die Tafel für rationale Trigonometrie steht daselbst II, 308 — 311 und gibt 
für 100 rechtwinklige Dreiecke die Seiten, für welche die Tangente des halben 

10* 
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eine sowohl durch ihre Anordnung als auch durch die sorgfaltige 
Bearbeitung der meisten darin enthaltenen Tafeln sehr wertvolle 
Sammlung. Es finden sich da, außer den siebenstelligen Briggsschen 
Logarithmen der Zahlen von 1 bis 101000, die natürlichen oder hyper- 
bolischen Logarithmen der Primzahlen von 1 bis 10000, die der 
holländische Artillerieoffizier Wolfram auf 48 Dezimalen berechnet 
hatte, femer eine Tabelle für die Logarithmen der Sinus und Tan- 
genten kleiner Bögen von 0^ bis 2^ von Sekunde zu Sekunde be- 
rechnet, dann im U. Bande Tafeln der Sinus, Tangenten und Sekanten 
mit den zugehörigen Briggsschen und hyperbolischen Logarithmen 
für die 4 ersten und 4 letzten Grade von 10" zu 10", für den übrigen 
Teil des Quadranten aber von Minute zu Minute berechnet (260 Seiten). 
Auch die Länge der „Cirkulbögen" für alle Grade bis auf 27 Dezi- 
malen, femer für alle Minuten und Sekimden (r = 1) sind angegeben, 
und außerdem findet sich noch eine Interpolationstafel aufgenommen. 
Das starke Bedürfnis nach Logarithmentafeln scheint jedoch 
Schulzes Werk nicht gedeckt zu haben, weshalb der bekannte Georg 
von Vega verschiedene ähnliche Werke erscheinen ließ. Zunächst 
kamen heraus ,JiOgarithmisGhe, trigonometrische und andere zum Ge- 
brauche der Mathematik eingerichtete Tafeln und Formeln", Wien 
1783, 8^, die in zahllosen Neuauflagen und Bearbeitungen bis in 
unsere Tage in Gebrauch blieben. Vorausgeschickt ist hier ein Ver- 
zeichnis von Fehler^ bei Schulze, Gardiner (Avignoner Ausgabe 
von 1770), Vlacq, Pitiscus etc., sowie die Formeln zu Berechnungen 
in der sphärischen Trigonometrie, die in logarithmischer Gestalt an- 
gegeben sind. Dann umfaßt das Werk außer den gewöhnlichen Lo- 
garithmen 7 stellige Tafeln der Logarithmen der Sinus und Tangenten, 
der Funktionen selbst für den Radius 1, der Länge der Kreisbögen 
und verschiedene den Kreis betreffende Reihen und Formeln. 1793 
erschien dann „Logarithmisch-trigonometrisches Handbuch^' und 1794 
Vegas vollständigstes und bedeutendstes Werk in dieser Richtung, der 
„Thesaurus logarithmorum completus ex Arithmetica logarithmica, et 
ex Trigonometria arteficiali, Lipsiae 1794, 2^. Hierin ist für uns von 
Interesse die Tafel 11: Magnus Canon logarithmorum vulgarium tri- 
gonometricus, welche die Logarithmen der Sinus, Cosinus, Tangenten 
und Cotangenten auf 10 Dezimalen enthält, und zwar von 0^ bis 2** 
in Intervallen von 1" und für die übrigen Winkel von 10" zu 10" 



spitzen Winkels > ^ ist. Leider enthielt die Tafel so viele Fehler, daß sie 
Bretschneider 1841 noch einmal neu berechnen mußte: Archiv füi* Mathe- 
matik und Physik I, 96—101. — Schulze (1749—1790) war ein Schüler Lam- 
berts und wurde Professor der Mathematik und Akademiker in Berlin. 
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mit Angabe der Differenzen. Diese Tafel umfaßt 318 Folioseiten. 
Außerdem findet man noch darin Tafeln für Ereisbogenlängen (11 
Dezim.), sowie eine um&ssende Sammlung trigonometrischer Formebi. 
Bemerkt mag noch werden, daß außer den selbstverständlich Yorhan- 
denen Briggsschen Logarithmen der Zahlen (10 Dezim.) auch noch 
Wolframs hyperbolische Logarithmen der Primzahlen (48 Dezim.), 
die wir zum erstenmal bei Schulze trafen, aufgenommen sind. Vegas 
„Thesaurus^ war, wie er selbst angibt, eine Neuausgabe von Vlacqs 
Tafeln, und Vega glaubte die Fehler jener Tabellen so verbessert zu 
haben, daß er für jeden ihm angezeigten Fehler einen Dukaten zu 
zahlen versprach. Oauß hat nachmals^) die Richtigkeit der Yegaschen 
Tafeln geprüft und gefunden, daß wenn man verlangt, die Tabulargröße 
dürfe niemals um mehr als eine halbe Einheit der letzten Dezimale 
von dem wahren Werte abweichen, was, um fehlerfreie Rechnungen zu 
erzielen, verlangt werden muß, unter den 68038 irrationalen Loga- 
rithmen der Tafel der trigonometrischen Punktionen 47746 ungenaue 
zu erwarten sind, und zwar ergibt sich als mittlerer Fehler für die 
Sinus 1,18, für die Cosinus«) 0,92, für die Tangenten 1,78 — letztere 
sind nämlich die abgeleiteten. Man sieht hieraus, daß strengeren Ge- 
nauigkeitsforderungen durch Vegas Werk keineswegs genügt wurde. 

Ein Jahr nach dem Erscheinen des Thesaurus kam in Paris die 
Tafelsammlung von Callet heraus^, die im ganzen 11 wichtige Tafeln 
in einem nicht übermäßig dicken Oktavbande vereinigte und beide 
Teilungen des Quadranten berücksichtigte. Es ist dies nach Glaishers 
urteil die vollständigste und praktisch brauchbarste Sammlung, die 
überhaupt publiziert wurde.*) Wahrscheinlich hat Callet seine Lo- 
garithmen der Sinus durch Interpolation aus der „Trigonometria arte- 
ficialis" von Vlacq bestimmt.^) 

In England schloß sich an die fünfte Auflage von Sherwins 
Tafel, die sehr fehlerhaft war, die erste 6 stellige Logarithmentafel 



1) Aßtronomißche Nachrichten 1861, Nr. 756. Werke III, 267—264. Seine 
Schätzung der Fehlermenge wurde aber von v. Leber in „Tabularum ad faci- 
liorem interpolationiß computationem utilinm Triaß, Yindob. 1897 alß übertrieben 
erklärt. — 2) Der Grund dafür, daß die Cosinuß im allgemeinen richtiger berechnet 
Bind als die Sinus, wurde in der Formel entdeckt, mit welcher Vlacq dieselben 
bestimmte: Montly Notices of the R. Astr. Soc. for Mai 1873. — 8) Tables 
portatives de Logarithmes 1796, 8^. Die umfangreiche Einleitung (118 Seiten) 
enthält eine genaue Angabe der Beiechnung der Tafeln. Neudrucke: 1827, 1829. 
1868, 1890. — 4) Report of the Brit. Assoc. 1873, 92, daselbst findet man auch 
eine genaue Inhaltsangabe. — 6) Glaisher nach Hobert und Ideler a. a. 0. 98, 
Fehlerverzeichnis bei Ch. M. Schols, Annales de Tficole Poly. de Delft HI, 
1887, 130—139. 
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von Samuel Dünn 1784^) an, welcher Charles Huttons treffliche 
„Mathematical tables^^ 1786 folgten, sie erlebten bis 1858 eine Menge 
von Neuauflagen in beständiger Verbesserung. Die ersten 6 derselben 
enthalten jene wertvolle Einleitung über die Geschichte der Logarithmen, 
deren wir uns schon so oft bedienten. Außerdem hat Button^) in seinem 
großen geodätischen Werke „Treatise on mensuration" (London 1770, 4^) 
618 — 646 eine Tafel der Flächeninhalte der Kreissegmente gegeben, 
deren Höhen (sinus versus) nach Zehntausendsteln des Radius ~ fort- 
schreiten. (Eine ähnliche Tafel gab auch Lambert, die dann später 
Johann Tobias Mayer in seiner Anleitung zur praktischen Stereo- 
metrie, 2. Aufl. 1820 verbesserte.) Ein bedeutendes Werk ist auch 
die dreibändige von Michael Taylor 1792 herausgegebene Tafel- 
sammlung, deren dritter Band auf 450 Seiten die Logarithmen der 
trigonometrischen Funktionen für alle Winkelsekunden des Quadranten 
7 stellig enthält.') 

Als man in Frankreich in den ersten Jahren der großen Um- 
wälzung, welche die Revolution auf allen Gebieten hervorgerufen 
hatte, auch die Maße und Gewichte reformierte und überall das De- 
zimalsystem einführte, lag es nahe, den schon früher vereinzelt auf- 
getauchten Gedanken der Dezimalteilung des Winkels wieder 
aufzunehmen und dafür neue logarithmisch trigonometrische Tafeln 
zu schaffen, ähnlich wie sie einst Briggs berechnet hatte. Da aber 
damals in der neuen Republik alles monumental sein mußte, so sollten 
diese Tafeln sowohl an Genauigkeit als an Umfang alles Dagewesene 
übertreffen. Mit der Leitung des Unternehmens wurde 1794 der zum 
Vorstande des Kadasterbureaus ernannte Ingenieur de Prony (1755 — 
1839) betraut, der seine Hilfsarbeiter in drei Gruppen teilte. Die 
Herstellung der für die Rechnungen notwendigen Formeln lag in den 
Händen berühmter Mathematiker, wie Delambre und Legendre, 
diese bildeten die erste Gruppe; die zweite Abteilung bestand aus 
Rechnern, welche mit der Analysis vertraut waren, während die dritte 
Sektion nur die Additionen der Differenzenrechnungen auszuführen 
hatte. Sie rekrutierte sich hauptsächlich aus den durch das neue 
Regime brodlos gewordenen Friseuren und Perrückenmachem. Die 
ganze rechnerische Arbeit wurde von zwei Gruppen, die nicht mit- 
einander in Beziehung standen, vollständig ausgeführt und dann ver- 



1) Tables of correct an concise logarithms for numbers, sines, tangents, 
secante etc. London 1784. 8^ — 2) Charles Hutton (1787—1823) war Pro- 
fessor der Mathematik zu Woolwich. In einer Notiz in den P. T. 74, p. 21 ff. 
hat er auch Vorschriften zur Anfertigung einer trigonometrischen Tafel für im 
Längenmaß gegebene Bögen entwickelt. — 3) Vgl. Glaisher a. a. 0., 135. 
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glichen. Dabei vollzog man^) die Berechnung der Sinus Ton 10^ zu 
10^ mittelst der Reihe, die Sinus der zwischenliegenden Bogen von 
1*^ zu 1® wurden mit der Formel sin (a + 6) = 2 cos a sin 6 + sin (a — 6) 
bestimmt und alle diese Sinus wurden verifiziert durch die von Euler 
herstammende Formel sin a; + sin (40® — a?) + sin (80® + a;) « sin (40® + x) 
+ sin (80® — x). Alles übrige wurde durch eine geschickt angelegte 
Di£Ferenzenrechnung ausgefüllt, deren auf Moutons Methode be- 
ruhende Anordnung man hauptsächlich Legendre verdankte (Gon- 
naissance de temps 1817, 219 — 233). Das Werk umschließt hand- 
schrifiJich 17 Voll, in fol. und enthält neben einer ausfÜturUchen 
Einleitung über die Herstellung etc. der Tafeln die natürlichen Sinus 
für jeden lOOOOsten Teil des Quadranten auf 25 Dezimalen, um sie 
auf 22 sicher zu haben, mit Angabe von 7 oder 8 Kolonnen von 
Differenzen, ferner die Logarithmen der Sinus und der Tangenten für 
jedes Hunderttausendteilchen des Quadranten auf 14 Dezimalen mit 
5 Differenzen, dann die Logarithmen der Verhältnisse der Sinus und 
der Tangenten zu ihren Bögen für die 5000 ersten Hunderttausendstel 
des Quadranten in 14 Dezimalen, weiter die Logarithmen der Zahlen 
von 1 bis 10000 auf 19 Dezimalen und die der Zahlen von 10000 
bis 200 000 mit 14 Dezimalstellen und 5 Differenzreihen. Die geplante 
Berechnung wurde also glücklich zu Ende geführt, und auch der 
Druck war begonnen, mußte aber wegen der Zerrüttung der Finanzen 
eingestellt werden und ist seither nicht wieder in Au&ahme gekommen, 
so daß dieses höchst verdienstliche Riesenwerk der mathematischen 
Welt bisher vorenthalten blieb. ^ Da übrigens die Dezimalteilxmg 
des Quadranten nicht allgemein Eingang fand, so ist der wirkliche 
Wert der Tafeln bedeutend gesunken. Übrigens sind kleinere Tafeln, 
welche diese Einteilung zugrunde legen, bald darauf erschienen, so in 
Frankreich die „Tables trigonometriques decimales'^ von Borda, ver- 



1) M^moires de rinstitnt V. an XU, 66—66: Rapport snr les grandes 
tables trigonometriques d^cimales du cadastre par Lagrange, Laplace et 
Delambre nnd Bulletin de la Socidte Philomathique de Paris. XU, 1811. Be- 
richt von denselben. Vgl. auch Comptes rendus de TAcademie de Paris 1858, 
XLVI, 911—912; femer Annales de FObservatoire imperial de Paris IV, 1858, 123— 
160, endlich Nouvelles Annales XIV, 1865, 14 — 17 des historischen Teils. Vgl. 
auch noch Glaisher a. a. 0. 66—57 und Klügel, Mathem. Wörterbuch HI, 568— 
669. — 2) In neuerer Zeit, 1891, wurde ein revidierter Auszug aus den Tables de 
Cadastre veröffentlicht; er enthält die Logarithmen von 1 bis 120 000 und die 
der trigonometrischen Linien auf 8 Dezimalen. Inwieweit die Zahlen des großen 
Tafelwerkes wirklich verlässig sind, läßt sich natürlich nicht entscheiden. Der 
Schotte Eduard Sang hat über diesen Punkt mit dem Franzosen Lefort eine 
Kontroverse ausgefochten (Proceedings of the R. Society of Edinburgh VllJ, 1876), 
die aber keine völlige Klarheit gebracht hat. 
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mehrt und herausgegeben von J. B. J. Delambre (an. IX) 1800/01 
in 4P mit einer Einleitung, in welcher der letztere die Methode der 
Berechnung auseinandersetzte, und in Deutschland die „Nouvelles 
tables trigonometriques" Berlin 1799 in 8° von Hobert und Ideler, 
welche die Hundertteilung des Quadranten voraussetzten und sehr 
sorgfältig berechnet sind.^) Auch hier ist die Art der Berechnung 
in einer Einleitung auseinandergesetzt. Alle die verschiedenen Me- 
thoden, deren man sieh damals zur Berechnung der Tafeln bediente, 
gipfeln in der Benutzung der Reih^ für weiter entfernte Ai^umenten- 
werte und der Interpolation der zwischenliegenden mittelst Diffe- 
renzreihen. Eine genaue Auseinandersetzung, auf die wir uns hier 
nicht einlassen können, findet man bei Elügel, Mathematisches 
Wörterbuch, Artikel Cyklotechnie I, 683 — 694; wir bemerken nur 
noch, daß gerade die Herstellung der „Grandes tables de Cadastre'' 
das Übergewicht der auf bloßer Addition beruhenden Differenzen- 
rechnung über die direkte Berechnung mittelst Formeln deutlich ins 
Licht setzte, und das Gleiche lehrte Hobert und Idelers Methode.*) 
Nachdem wir im Vorhergehenden einen kurzen Überblick über 
die wichtigsten Tafelwerke gegeben haben — eine Bibliographie der- 
selben zu liefern kann natürlich nicht unsere Aufgabe sein — wollen 
wir noch auf die Ergänzungen zu sprechen kommen, welche die 
sogenannte „höhere Trigonometrie" nach Euler gefunden hatte. Wir 
erinnern uns, daß Euler bereits 1743 die Summe einer endlichen 
Zahl von Sinus oder Cosinus, deren Argumente in arithmetischer 
Progression fortschreiten, gewann, indem er sich divergenter unend- 
licher Reihen bediente (S. 109); Klügel®), Cagnoli*) und später 
Francesco Pezzi^) (f 1813) gaben hierfür die einfachen und stich- 
haltigen Ableitungen, deren wir uns noch heute bedienen, und Cagnoli 
fügte noch die Summen der w*®" Potenzen der Sinus und Cosinus 
solcher Winkel hinzu, während eine Ableitung dieser Summen mit 
Hilfe des Imaginären Gregorio Fontana*) (1735 — 1803) gegeben 



1) Diese Tafel ist die erste, welche in Deutschland die zentesimale Teilung 
einzuführen suchte. Über die ihr vorhergehenden Versuche, solche Tafeln her- 
zustellen, findet man einiges in der Einleitung zu Schulzes Neuen Tafeln und 
in 6 ödes Astronomischem Jahrbuch für 1798. — 2) In England scheint man 
später zu dieser Erkenntnis gelangt zu sein, denn in den von uns oft erwähnten 
Scriptores Logarithmici von Mas eres befinden sich (VT) noch unendlich mühsame 
Berechnungen von sin 1' und tg 1' aus den Teilungsgleichungen. So wird z. B. 
sin 1' von Ch. Hutton 1777 aus sin 60** durch 2 Fünfteilungen, 2 Dreiteilungen 
und 4 Halbierungen auf 15 Dezim. entwickelt, allerdings bemerkt Hut ton selbst, 
daß diese Methode jener mit den Reihen weit nachstehe. — 3) Analytische 
Trigonometrie 1770, 39—43. — 4) Trigonometria 2. Aufl.117— 118. — 5) Me- 
morie della Societa Italiana XI, 1803, 21 ff. — 6) Ebenda II, 1784, 424 S. 
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hat. Aber auch diese Schriftsteller glaubten noch die Reihen ohne 
Rücksicht auf Konvergenz oder Divergenz ins Unendliche fortsetzen 
zu dürfen. 

Auch für die Sinus und Cosinus ganzzahliger Vielfachen eines 
Winkels ausgedrückt durch die Potenzen der Sinus und Cosinus oder 
einer dieser Funktionen allein haben Klügel^), Cagnoli^) und andere 
neue Ableitungen gegeben^ von denen die des Irländers John Brink- 
ley') (1797), der das Koeffizientengesetz mittelst des Schlusses von 
n auf n-\- 1 bewies, die stichhaltigste ist. 

Für ein ganzzahliges gerades oder ungerades n liefern diese Ent- 
wicklungen bekanntlich direkt die Teilungsgleichungen der trigono- 
metrischen Funktionen. Daß im ersteren Fall 2w, im letzteren n 
Wurzeln vorhanden sind, wußte man seit Wallis, über Zeichen und 
Gruppierung dieser Wurzeln waren sich jedoch trotz Euler keines- 
wegs alle Mathematiker klar, so daß noch 1768 D'Alembert in 
seinen Opuscules t. V, 222 — 227, eine Untersuchung darüber anstellen 
konnte; doch hat diese Frage A. 6. Kästner schon früher 1756^) in 
seiner breiten Weise behandelt, und Klügel, Karsten und andere 
folgten ihm nach. Der erstere der beiden zuletztgenannten Männer 
benützte diese Wurzeln, um sin nz und cos m durch Produkte dar- 
zustellen, was ja übrigens auch Euler in der „Introductio" (Kap. XIV) 
schon getan hatte, ohne sich jedoch viel mit Begründungen aufzu- 
halten. Auch knüpfte Klügel hieran einen Beweis des Satzes von 
Cotes, den wir schon früher erwähnten (S. 77, Anm. 5). 

Die Potenzreihen für sin Zy cos z, tg z wurden größtenteils mit 
Eulers Methode abgeleitet, oder indem man in der mit unbestimmten 
Koeffizienten angenommenen Form die Koeffizienten durch Differential- 
rechnung bestimmte, oder sich, wie L'Huilier*), der möglichst 

1) A. a. 0. 46— 65. — 2) Coße trigonometriche , Memorie della Societä 
Italiana VII, 1794, und Trigonometria 104—108, woselbst übrigens wieder kri- 
tiklos unendliche Reihen benutzt werden. Auch werden in dem gleichen Kap. IX 
die umgekehrten Formeln für sin "x und cos "x mittelst des Imaginären ab- 
geleitet. — 8) Transactions of the R. Irish Academy VII, 1800, 27 ff. Brinkley 
erwähnt hier, daß Warin g zuerst für ein ungerades n mit seinem Satze über 
die Potenzsummen einen exakten Beweis gegeben habe (Curvarum algebraicarum 
proprietates 1772. Theor. 26), daß aber diese Methode für ein gerades n ver- 
sage. — 4) Unde plures insint radices aequationibus sectiones augulares defini- 
entibus, Dissertation 1766, Altdorfii 1771. Über die algebraische Auflösbarkeit 
der einen speziellen Fall der obigen bildenden Kreisteilungsgleichungen sah 
man damals noch sehr unklar, so sagt Mosdorff, Acta Erud. 1751, man werde 
wohl kaum jemals dazu kommen, zu unterscheiden, wann sich diese Gleichungen 
algebraisch lösen lassen. — 5) P. T. 1796, 142. Vgl. femer L'Huilier: Prin- 
cipiorum calculi differentialis et integral is expositio elementaris. Tubingae 
1795, 4^ Kap. 3. 
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elementar yerfahren wollte ^ der DifferenzenrechnTing bediente. Eine 
elementare Ableitung gab auch Jakob de Gelder 1798.^) In um- 
fassendster Weise aber hat den analytischen Teil der Trigonometrie 
Pietro Ferroni mit Hilfe des Infinitesimalkalkuls in seinem großen 
Werke „Magnitudinum exponentialium logarithmorum et trigono- 
metriae sublimis theoria nova methodo pertracta^' Flor. 1782, 4®*) 
behandelt. 

Versuche, den Charakter der Zahl % zu ergründen, wurden, wie 
wir sahen, schon von De Lagny gemacht (S. 81 und 83), und auch 
Euler hat sich dafür wenigstens interessiert (S. 117 — 118), aber ein 
Beweis für die längst vermutete Irrationalität gelang erst H. Lam- 
bert^) im Jahre 1767. Er knüpft mimittelbar an den schon von 
De Lagny gebrachten Satz an, daß, wenn v ein rationaler Bogen ist, 
tg V irrational sein muß und umgekehrt, und beweist denselben 
„außerordentlich scharfsinnig und im wesentlichen vollkommen ein- 
wandfrei'^*) Damit war ein bedeutender Schritt in der Erkenntnis 
des Charakters, welchen das Verhältnis des Durchmessers zum Kreis- 
umfang zeigt, getan, ein Schritt, den jedoch Lamberts Zeitgenossen, 
wie es scheint, nicht zu schätzen wußten. 

Was die zahlenmäßige Berechnung von % anlangt, so ist seit Mach in 
und Eni er wenig Neues hinzugekommen; man zerlegte an die Me- 
thode dieser beiden anschließend — in zwei Bögen mit rationalen 

Tangenten, was natürlich auf die verschiedenste Weise möglich ist. 
So gab Charles Hutton 1776^) drei neue solche Zerlegungen an 
und suchte die entstehenden Arctg- Reihen möglichst bequem für die 
Rechnung zu gestalten, indem er jene S. 115 mitgeteilte Reihe ver- 



1) Yerhandelingen van bei Genootschap te Rotterdam. XII, 1798. — 
2) Kap. 6 — 8. Vgl. auch Pasquich, Unterricht in der mathem. Analysis und 
Maschinenlehre I, Leipz. 1790. — 3) Memoire Btur quelques propri^tös remar- 
quables des quantit^s transcendantes circulaires et logarithmiques. Lu en 1767. 
Histoire de TAcad. de Berlin, Annee 1761 (sie!) 266—322 und eine populäre 
Darstellung in „Beiträgen zum Gebrauche der Mathematik 11, 140 — 169. — 
4) Man sehe über den Wert von Lamberts Beweis: A. Pringsheim 
„Über die ersten Beweise der Irrationalität von e und tt". Sitzungsberichte der 
mathem. phys. Klasse der k. bayr. Akad. der Wiss. 1898, XXVm, Heft 2, 326—337. 
Hierzu sei noch bemerkt, daß Lambert in seiner Erkenntnis noch weiter ging, 
indem er in einem Briefe vom 10. Januar 1768 an Holland (Lamberts 
deutscher gelehrter Briefwechsel. Hrsgg. v. J. Bernoulli, I, 264) sagt: „Die 
Art, wie ich dies bewiesen habe, läßt sich soweit ausdehnen, daß zirkuläre 
und logarithmische Größen nicht Wurzeln von rationalen Gleichungen sein 
können." Eine solche Ausdehnung hat er allerdings nicht gegeben. — 
6) P. T. LXVI, 1776, 476 ff.; vgl. auch Maseres, Scriptores logarithmici HI, 
219—235, Hellins, P. T. 1794, pars 2, 217 und Glaisher im Messenger 
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wendete^ und Vega bestimmte n aas der Eulerschen Formel 

^ = 5arctg j + 2arctg/^ (siehe S. 115) auf 140 SteUen»), von 

denen 136 richtig sind, während Karl Buzengeiger (1771 — 1835) 

die Formel -j- "^ ^ 2krQ\% ^^ — 4 arctg 5J5 — arctg j|g angab*), und 

Elügel allgemein zeigte'), wie man solche Formeln erhalten könne, 
was ja übrigens auch schon Euler, wenn auch in etwas anderer 
Weise, getan hatte. 

Die Bestrebungen, welche wir zusammenfassend mit dem Namen 
Differentialtrigonometrie bezeichnet haben, und welche in den 
Bedürfhissen der Astronomie und Geodäsie ihre Entstehung fanden, 
waren zunächst durch Gotes in Aufiiahme gekommen (S. 78 — 79), 
der die notwendigsten Sätze geometrisch entwickelt hatte. Seine Ab- 
handlung wurde auch Ton Mauduit unverändert in dessen „Astronomie 
spherique'^ 1765 aufgenommen, obgleich De la Caille schon 1741 
in den Pariser Memoires einen „Calcul des differences dans la trigo- 
nometrie spherique" publiziert hatte, in welchem er Cotes' 18 Theo- 
reme in 24 Formeln vereinigte, die er in einer Tabelle übersichtlich 
zusammenstellte und auf astronomische Aufgaben anwandte. Später 
haben sich namentlich Elügel, Boscowich und Gagnoli mit Aus- 
bildung dieses Wissenszweiges beschäftigt. Ersterer widmete ihm das 
8. Kapitel seiner schon oft genannten „Analytischen Trigonometrie" 
und einen Aufsatz in Bodes Astronomischem Jahrbuch für 1793*) 
und behandelte die vier wichtigsten Fälle ^) für geradlinige und sphä- 
rische Dreiecke mit DijBFerentialrechnung. 



of Mathematics n, 1878, 119 fr., der feststellt, welche Reihen Eni er und welche 
Hut ton zngehören. 

1) Thesaurus logarithmoruxn, 633. Zur Eontrolle nahm er auch die 

Formel — = 2 arctg ^ -f arctg |. Ein von Zach zu Oxford aufgefundenes Manu- 
skript von unbekannter Herkunft gab rc auf 164 Stellen, welche später Thibaut 
in seinem „Grundriß der reinen Mathematik*' (4. Aufl. von 1822) yeröffentlichte ; 
vgl. Wolf, H. A. I, 177. — 2) Klügel I, 666. — 3) Archiv der Mathem. von 
Hindenburg H, 308. Vgl. auch Pfaff, Disquisitiones analyticae 1794, 1, § X. 
In dem gleichen Bande des Archivs findet sich eine Berechnung von tc auf 
160 Dezimalen von Bürmann aus der Machinschen Formel, p. 487 — 494. — 
4) Trigonometrische Variationenrechnung zum Gebrauche bei Berechnung der 
Sonnen- und Mondfinstemisse a. a. 0. 178 — 182, Berlin 1790. — 5) Diese 
sind: eine Seite und der anliegende Winkel, eine Seite und der gegenüber- 
stehende Winkel, zwei Seiten und endlich zwei Winkel in einem Dreieck sind 
unveränderlich, während die übrigen Stücke infolge der Veränderung eines unter 
ihnen variieren. In der angeführten Abhandlung läßt er nur ein Stück des 
Dreiecks konstant und untersucht die endlichen Variationen der andern. Dabei 
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Das Verdienst, aus den vielen in der sphärisclien Trigonometrie 
möglichen Relationen die vier Hauptgleichungen 

da = cos Cdh + cos Bdc + sin B sin cdÄ, 
sin Bda — cos c sin Ädb =^ sin cdÄ + sin a cos BdCy 
ctg ada — ctg bdb = ctg ÄdÄ — ctg jBrfjB, 
rf J. = sin h sin Cda — cos cdB — cos hdC, 
die man heute als ^^Fehlergleichungen^' bezeichnet, ausgewählt und in 
dieser Form geschrieben zu haben, gebührt Roger Boscowich.*) 
Aus ihnen folgen alle andern als Spezialfälle. Cagnoli') hat für die 
sphärischen Dreiecke eine Tafel von 139 Proportionen zusammen- 
gestellt, die er in drei Gruppen unterschied. Die erste umfaßt die 
durch endliche Variationen entstandenen, die zweite jene mit unend- 
lich kleinen Veränderungen und zwar unter Berücksichtigung des 
Zeichens der Variationen, die dritte endlich enthält jene Formebi, 
welche ohne Zeichenberücksichtigung entstehen. Jedoch sind die 
Hauptsätze nicht in der klaren Weise wie bei Boscowich hervor- 
gehoben. 

In einiger Beziehung zu diesen Betrachtungen stehen auch die 
Methoden, welche anzuwenden sind, wenn in trigonometrischen Rech- 
nungen die Logarithmen der Sinus von Winkeln, die nahe an 90** 
liegen, oder die Logarithmen von Cosinus sehr kleiner Winkel vor- 
kommen. Israel Lyons (1739 — 1775), Rechner beim Board of Lon- 
gitude in London, schlug hierzu ein eigentümliches Verfahren vor'), 
das wir an einem der von ihm gegebenen Beispiele erläutern wollen. 
Ist in dem bei B rechtwinkligen sphärischen A ABC AB =^ c und 
BC = a (klein gegen c) gegeben und soll die Hypotenuse 6 berechnet 
werden, so setzt er 6 = c -f g, nimmt cos h = cos a cos c = cos (c + §) 
= cos c — sin c sin g — cos c sinvers g (nach dem Additionstheorem) und 
erhält hieraus sin J = ctg c sinvers a — ctg c sinvers f. Nun berechnet 
er nur mit Benutzung des ersten Gliedes auf der rechten Gleichungs- 
seite einen Näherungswert für g und mit diesem dann als Korrektur 
das zweite Glied. 

gibt er die beiden Hauptformoln ^a = cos CJh -f cos B^c lind jdB : JC 
=a (sin cJh — cos a sin hJc) : (sin hJc — cos a sin cJh), die er aus dem Co- 
sinnssatze, bezüglich aus der Cotangentenformel erhält. 

1) Opera IV, 1785 in 4^; 316 — 394, wo er auch die entsprechenden For- 
meln für ebene Dreiecke angibt (322). — 2) Trigonometria 2. Aufl. 860—378 
und Memorie della Soc. Italiana VIII, 1, 214—218, vorgelegt 1798. Hier greift 
er die von Lorgna im vorhergehenden Bande angewandte Methode an und 
weist sie als imrichtig nach. Die Differentialformeln für die ebenen Dreiecke 
finden sich ebenda Nr. 673, 163—164 der 2. Aufl. — 3) P. T. LXV, 2, 1775, 
470—484. 
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Anders verfuhr Lambert*), welcher die Gleichungen in andere 
brauchbarere transformierte. War z. B. aus Länge A, Breite ß und 
Deklination d die Rektaszension a zu bestimmen, so hatte man zu- 
nächst die Formel: cosa= a — , welche Lambert für sehr kleine 

cos ß ' 

a 1/ ^''^ Y ^08 ^ + sin -^*: sm - ^ ^ 

Bogen in die Formel sin — = V ^ über- 

® 2 cos |3 

führte. Liegen S, l, ß nur zwischen 1^ und 2^, so kann man sie 

sogar durch a = "j/d^ + A^— /3^ ersetzen. Übrigens, sagt Lambert, 

kann man in solchen Fällen auch die Tafeln der natürlichen gonio- 

metrischen Funktionen mit Vorteil benützen, wenn man die darin 

angegebenen Gotangenten und Cosekanten zu Hilfe nimmt; so ist 

z. B. der sin Y = ry ==« 1 — _- ,— , — r-? ; hat man dann 

cosec 1 2 sec* 1 8 sec* 1 ' 

die Sekante auf 5 Dezimalen, so bekommt man hiermit (also mit 
Reihenentwicklung) sin 1' auf 12 Dezimalen genau. 

Die Ersetzung der Cosinus- und Sinusformeln durch andere 
brachte auch Gagnoli in solchen Fällen in Vorschlag, und sprach 
allgemein das Prinzip aus, daß man am sichersten rechnet, wenn 
man die gesuchte Größe durch eine Tangente oder Cotan- 
gente bestimmt.*) So ersetzt er z. B. die von Lyons nähe- 
rungsweise gelöste Gleichung cos b == einfach durch tg — 



=» 1/tg ^^t- ' tg ^— ^^^ ebenso cos jB = tg c tg a durch tg y 

= l/-r-~ .- !. u. s. w., genau wie wir es auch jetzt noch machen. 

Wie wir eben sahen, hatte schon Lambert zur Berechnung der 
Funktionen kleiner Winkel eine Reihe verwendet. Aus demselben 
Gedanken entsprang eine von dem Greenwicher Astronomen Nevil 
Maskelyne (1732 — 1811) herstammende Regel, welche auch seinen 
Namen erhalten hat.*) Vernachlässigt man in den Reihen für sin rr 
und cos X die Glieder vom 4*®° Grade an, so erhält man sin x 

1 — yj , cos a; = 1 — Y , oder da ( 1 — y) ini* derselben Ge- 



1) Bode, Astronomisches Jahrbuch für 1778, publ. 1776. — 2) Trigono- 
metria 1. Aufl. 250, 2. Aufl. 296. — 3) Maskelyne hat dieselbe mitgeteilt in 
der Einleitung zu seiner Ausgabe der Tables of Logarithms von Michael 
Taylor, London 1792 in 2®, Problem 11 p. 21—22, ohne eine Begründung zu 
geben. Diese gab 1804 Tralles, Abhandl. der Berliner Akad. 1804—1811, 17. 
Vgl. auch E. Hammer, Lehrbuch der ebenen und sphär. Tiig. 2. Aufl. 1897, 
169—173. 
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nauigkeitsgrenze gleich 1 — — ist, sin a: = rr (cos x)^ und hieraus 

log sin a: = log x + ^ log cos X] genau ebenso ergibt sich log tg x 
= log X — j log cos X. Selbstverständlich ist hier in log x das 
Arcusmaß für x zu nehmen, während in den Funktionen das Grad- 
maß in Anwendung kommt. Durch diese beiden Formeln sind also 
die Logarithmen von Sinus, Cosinus und Tangens mit einander ver- 

knüpft und zwar solange, als das erste vernachlässigte Glied — nicht 

eine halbe Einheit der letzten Dezimalstelle, die inbetracht kommen 
soll, erreicht. Dadurch ergibt sich z. B. für fünfstellige Tafeln als 
Grenze des Winkels a; = 5^33'.^) Die Regel ist bequem zur Be- 
rechnung der Logarithmen von sin x und tg x innerhalb dieser 
Grenzen zu benützen, wenn in einer Logarithmentafel über oder unter- 
halb der Zahlenlogarithmen (log x) die Werte von j log cos x = S 
und — I log cos x = T notiert sind, was zum erstenmal in der 
7steUigen Tafel von Callet (1795), (S. 149) der Fall war. Von ihr 
aus gingen diese Zahlen in die neueren vollständigen Logarithmen- 
tafeln über. 

Die Verfeinerung der astronomischen Beobachtungen, welche in 
der zweiten Hälfte des 18. Jahrhunderts schon weit vorgeschritten 
war, zwang die Astronomen, der Berechnung solcher sphärischer 
Dreiecke ihr Augenmerk zu schenken, welche sehr kleine spitze Winkel 
haben. Während man sie bisher gewöhnlich einfach wie ebene Dreiecke 
behandelt hatte, machte Joseph Jerome Lalande (1732 — 1807) 
zuerst (1763) darauf aufmerksam, daß dies nicht statthaft sei, ohne 
sich Fehlem auszusetzen^, und fand durch eine allerdings nicht ganz 
einwandfreie Rechnung, daß man dem ebenen Winkel B des bei A 
rechtwinkligen Dreiecks ABC die in Sekunden ausgedrückte Größe 
2^4 -B (7^ sin 2^(3 — cos 2 JB) hinzufügen muß, um den entsprechenden 
sphärischen Winkel zu erhalten. Mit dieser Formel berechnete er 
eine kleine Tafel der Überschüsse des sphärischen Winkels über den 
ebenen und bestimmte auch die Differenz zwischen der geradlinigen 

und der sphärischen Hypotenuse zu ^^ — 

Weit praktischer aber griff Adrien Marie Legendre*) (1752 — 
1833) die Sache an, als bei Gelegenheit der Feststellung der gegen- 



1) Bessel und Wurm haben später noch eigene Korrektionstafeln an- 
gegeben: Lindenaus Zeitschrift für Astronomie V, 1818, 67 fif. und 188—192. 
— 2) M^moires de TAcaddmie de Paris 1763, 847—353. — 3) Professor der 
Mathematik, erst an der Militärschule, dann an der Normalschule, 1808 Ehren- 
rat der Universität etc., 1783 Mitglied der Akademie. 
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seitigen Lage der Green wicher und Pariser Sternwarten^) die Not- 
wendigkeit an ihn herantrat, yerhältnismäßig kleine Dreiecke auf der 
Erdkugel zu behandeln. 

In seiner berühmten Abhandlung ^^Sur les Operations trigono- 
m^triques, dont les resultats dependent de la figure de la terre'^ 
1787^) sprach er den nach ihm benannten Satz aus^ daß ein sphä- 
risches Dreieck^ dessen Seiten gegen den Kugelradius klein sind, wie 
ein ebenes Dreieck mit denselben Seiten berechnet werden kann^ 
wenn man von seinen Winkeln den dritten Teil des sphärischen 
Exzesses in Abzug bringt.') Man weiß; welche große Bedeutung 
dieses Theorem in der Folgezeit gewonnen hat^ obgleich Legendres 
Zeitgenosse Kästner den Nutzen desselben nicht einsehen konnte 
und heftig gegen Legendre polemisierte.^) Anders Lagrange! 
Derselbe erkannte nicht nur den Vorteil, sondern die Notwendigkeit 
einer solchen Berechnung darin , daß die vollen trigonometrischen 
Formeln für Dreiecke mit so kleinen Seiten, wie sie hier inbetracht 
kommen, gar keine exakte Rechnung gestatten, und gab einen kurzen 
und sehr übersichtlichen Beweis des schönen Theorems.*) 

§ 4. Das Lehrgebäude der Trigonometrie an der Neige des 
18. Jahrhunderts. 

Die vorhergehenden Paragraphen dieses Abschnittes haben uns 
gezeigt, wie sich die Trigonometrie in der zweiten Hälfte des 18. Jahr- 
hunderts nach der theoretischen Seite hin vervollständigte, und wenn 
es auch nicht unsere Aufgabe sein kann, die pädagogische Verwer- 
tung dieser Lehren zu verfolgen, so glauben wir doch das Bild 
unserer Darstellung wesentlich zu vervollständigen, wenn wir einen 
kurzen Blick auf das Lehrgebäude unserer Wissenschaft werfen, wie 
es sich in den Kompendien und ünterrichtsbüchem jener Zeit dar- 
stellt, zumal wir übrigens auch hier noch verschiedenes Neue anzu- 
führen haben werden. 

In allen, auch den gelehrtesten Kompendien der damaligen Zeit 
mit einziger Ausnahme von Klügeis „Analytischer Trigonometrie" 
werden die trigonometrischen Funktionen noch als Linien definiert, 

1) 1787 wurde auf Betreiben Cassinis de Thury eine Kommission von 
französischen und englischen Gelehrten zur Ausführung dieser Arbeit gewählt, 
welcher auch Legendre angehörte. Näheres hierüber bei R. Wolf, H. A. ü, 
198. — 2) Mämoires de TAcad^mie de Paris 1787, 352 ff. — 3) A. a. 0. 858. — 
4) Geometrische Abhandlungen 2. Sammlung, Gott. 1791. — 5) In dem von uns 
S. 187 Anmerk. 2 angeführten Aufsatz 298—296. Legendre hat seinen Satz 
bewiesen in seiner Einleitung zu Delambres Mäthodes analytiques pour la 
d^t^rmination d'un arc de m^ridien. Paris 1799, Note IQ. 
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und dementsprechend wird auch der Sinns totns oder Radius r mit- 
geführt*), teilweise allerdings mit der ausgesprochenen Absicht, die in 
Eulers Schreibweise angesetzten Formeln homogen zu machen.^ 
Zur Vereinfachung der Formeln und Rechnungen wird dann der 
Radius häufig gleich 1 angenommen, so z. B. bei Karsten*), bei 
Kästner und bei Cagnoli. Eulers Bezeichnung der Funktionen 
findet ziemlich rasch und überall Eingang, nur bei größeren analy- 
tischen Rechnungen werden noch einzelne Buchstaben zu ihrer Dar- 
stellung verwendet.*) Dagegen hält sich die alte Form der Propor- 
tionen, namentlich in den Lehrsätzen, noch mit großer Zähigkeit^), 
während bei den goniometrischen Formeln allmählich die Gleichungs- 
form zur ausschließlichen Anwendung kommt. 

Die Aufstellung der Funktionen für Winkel, die den ersten Qua- 
dranten übersteigen, wird seit dem Erscheinen von Eulers „Intro- 
ductio^^ allgemein als notwendig erkannt, geschieht aber immer noch, 
indem die sämtlichen Linien (auch Tangenten, Cotangenten etc.) 
an der Figur geometrisch gedeutet werden, daher sind Irrtümer nicht 
ausgeschlossen (vgl. S. 128 — 129), obwohl man den Zusammenhang 

der Funktionen, namentlich die wichtiire GleichuDC tff a ~ — wohl 

kannte. Durch die Beachtung dieses Zusammenhangs bricht sich 
jedoch die Erkenntnis des Richtigen allmalich Bahn, so daß man 
a posteriori eine Übereinstimmung mit der geometrischen Interpre- 
tation suchen kann.^) Auch die Funktionen negativer Argumente 
werden wenigstens in den umfassenderen Werken, wie bei Karsten 



1) Der Radius findet sich sogar noch im 19. Jahrhundert vielfach ge- 
schrieben, so z. B. in der mir vorliegenden 14. Auflage von Legendres Ele- 
ments de G^om^trie von 1832. Bruxelles 8**. — 2) So bei Antoin Rene 
Mauduit (1731—1816), der dies in seinem vorzüglichen Buche „Priucipes 
de l'Astronomie spherique ou trait^ complöte de trigonom^trie spherique'', 
Paris 1766, 8*, p. 3 hervorhebt. — 3) Wenzeslaus Johann Gustav Karsten 
(1732 — 1787) hat zwei hier einschlägige Werke geschrieben: „Mathesis theoretica 
elem. atque sublimior*', Rostock 1760, 8* und „LehrbegrifF der gesamten Mathe- 
matik" 2. Teil, 2. Aufl. Greifswald 1786, 8^ — 4) Vgl. z. B. Mauduit, der 
a. a. 0. hie und da sin = «, cos — i c, tg = t, ctg = t, sec = S, cosec = f, 
sinvers — v und cosvers = u setzt. — ö) Vgl. z. B. Legendres Clements de 
geomätrie, noch in der 14. Aufl. von 1832. — 6) Vgl. Segner: die schon 
früher zitierten „Elementa Arithmeticae Geometriae et calculi Geometrici" in 
neuer Auflage. Halae Magdeb. 1756; Abb^ Sauri (1741—1785), „Cours complet 
de mathem. t. I, Paris 1774, 8° und Institutions mathem. Paris 1786, 4. Aufl. 
p. 206 kurzer Auszug der Trigonometrie aus dem Cours etc.; P. C. Scher ff er 
(S. J.) Institutionum geometricarum pars sec. sive Trigonometria plana. Vindo- 
bonae 1770, 4^ Dieser bemerkt, wie später auch Cagnoli, daß beim Durch- 
gang durch Null und durch Unendlich ein Zeichenwechsel eintreten muß. 
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und Legendre^ in den Kreis der Betrachtung gezogen, und die 
Zeichen werden richtig bestimmt. Dabei ist zu bemerken, daS 
Legendre den Quadranten in 100^ teilt. 

Die Ableitung der goniometrischen Formeln vollzieht sich in 
den meisten Lehrbüchern immer noch in der alten Weise, d. h. es 
werden die einzelnen Formeln für sich geometrisch gewonnen; die 
Erkenntnis, daß das Additionstheorem die gemeinsame Quelle des 
ganzen elementaren Formelapparates ist, finden wir nur bei Simon 
ElügeP) präzis ausgesprochen (S. 136), wenn auch Legendre 
und Cagnoli die Hauptformeln aus ihm ableiten; der letztere hat 
wohl das vollständigste Formelsystem aufgestellt. Was die Ableitung 
des Additionstheorems selbst anlangt, so wurde sie durchweg nur für 
spitze Winkel vollzogen; eine rühmliche Ausnahme machte Legendre, 
der sie in einwandfreier Weise auf die Winkel, die den Quadranten 
übersteigen, ausdehnte; wir kommen darauf im folgenden Abschnitte 
zurück. 

Aber nicht nur diese elementaren Formeln wurden in die Lehr- 
bücher aufgenommen, sondern die größeren Kompendien umfaßten auch 
damals schon die trigonometrischen und zyklometrischen Reihen und 
den Satz von Moivre, mehr oder weniger streng abgeleitet. So hatte 
Louis Bertrand (1731 — 1812), ein Schüler Eulers, in sein zwei- 
bändiges Werk „Developpement nouveau de la partie elementaire des 
mathematiques'^ Geneve II, 1778, 4® alle nur entfernt auf die Tri- 
gonometrie bezüglichen Entdeckungen Eulers aus der „Introductio^^ 
aufgenommen, ja selbst die Produktzerlegung der Funktionen und den 
Satz von Gotes. Ähnlich verfuhren Mauduit und Karsten, wenn 
auch mit größerer Beschränkung, und Cagnoli bediente sich sogar 
der Differentialrechnung zu seinen Ableitungen und schickte ihre 
Prinzipien in einem eigenen Kapitel voraus. Nicht minder zogen 
diese Schriftsteller die Teilungsgleichungen in den Kreis ihrer Be- 
trachtungen. 

Die Berechnung des rechtwinkligen ebenen Dreiecks hatte. 
Dank der beständigen Beibehaltung des Sinus totus,^) seit Rhäticus 
keine merklichen Fortschritte gemacht, und die Auflösungsmethoden 
der schiefwinkligen Dreiecke in der Ebene blieben im großen und 
und ganzen dieselben, wie am Anfang des Jahrhunderts, nur wurde 

1) Analyt. Trig. 86. — 2) Vgl. La Caille und Sauri in ihren schon 
angeführten Schriften, fitienne Bäzout (1730 — 1783) in seinem Cours de 
math^matiques. Paris II. Teil 1772. Scherffer a. a. 0., Joh. Friedr. Lorenz, 
„Die Elemente der Mathematik" 1785, I. Tl. und selbst Georg von Vega in 
seinem „Thesaurus" von 1794 und in seinen „Vorlesungen über die Mathematik" 
U. Band 1784 und noch viele andere. 

T. Brannmühl, Geachlchte der Trigonomotrie. IT. 11 




162 5. Kapitel. 

ihre HancUiabmig leichter und eleganter durch den Gebrauch der 
Formeln. Übrigens erschienen auch diese selbst bei Gagnoli noch 
in komplizierter Gestalt^ indem er^ wie die meisten seiner Zeitgenossen, 
Eulers einfache Seitenbezeichnung auffallenderweise nicht benützte. 
Eine rühmliche Ausnahme hiervon machten Kästner^) und Elügel, 
während selbst Louis Bertrand noch die schwerfälligere Bezeich- 
nung beibehielt.^) Daß die sämtlichen Sätze zur Berechnung der 
ebenen Dreiecke, wie wir sie jetzt benützen, damals im Gebrauch 
waren, brauchen wir kaum hervorzuheben; in ihrer Gesamtheit selbst 
mit Einschluß der Mollweideschen Gleichungen^) zusammengestellt und 
ganz ebenso abgeleitet, wie wir es heute noch machen, finden sie sich 
jedoch nur in Gagnolis Trigonometrie. 

In der sphärischen Trigonometrie waren in der zweiten 
Hälfte des 18. Jahrhunderts verschiedene Bezeichnungsweisen der 
Dreiecke im Gebrauch und nur ganz allmählich 
wurden sie alle durch die Eulersche verdrängt. 
Lamberts Bezeichnungsweise des rechtwinkligen 
und schiefwinkligen Dreiecks haben wir schon 
p. jj S. 133 und 132 erwähnt, in der Bezeichnung 

des letztem schloß sich ihm imter andern auch 
Vega an^), während dieser das rechtwinklige Dreieck, wie in Fig. 31 
benennt. Segners Benennung der Stücke des rechtwinkligen sphä- 
rischen Dreiecks, die sehr viel gebraucht 
'^ wurde ^) und sich lange Zeit erhielt, haben 

wir ebenfalls schon (S. 128) angeführt. 
Ahnlich war seine Bezeichnungsweise des 
schiefwinkligen Dreiecks, welche wir durch 
Fig. 32 darstellen, während Vega die in 
dieser Figur vorkommenden Buchstaben 
durch folgende ersetzt: Jf, T, m nach der 
Reihe durch c, a, 6, ferner H und h durch B und C, B und b durch 
M und N und die Seite Mm durch A, womit er sich an Lambert 

1) „ÄDfangsgründe der Arithmetik, Geometrie, ebenen und sphärischen 
Trigonometrie" in den spätem Auflagen, z. B. in der 6. von 1800, sowie in 
seinen „Geometrischen Abhandlimgen". (Siehe S. 138.) — 2) Siehe z. B. a. a. 0. 
t. II, p. 403. — 3) Schon in der ersten Auflage von 1786, 122 stehen diese 
Gleichungen aus dem Sinussatz abgeleitet; übrigens finden sich dieselben auch 
in Mauduits Principes d' Astronomie sph^rique p. 83 und 84 ohne Beweis aus 
den Nep ersehen Analogieen der sphärischen Trigonometrie geschlossen. — 
4) Im Thesaurus logarithmorum 1794, wo er auch das Quadrantendreieck zeichnet 
und seine Stücke durch Yertauschung der großen mit den kleinen Buchstaben 
in Fig. 31 markiert; desgleichen noch in dem Logarithmisch- trigonometrischen 
Handbuch von 1811. — 5) Z. B. von De la Caille, von Karsten, von Sauri etc. 
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anlehnt. Die Winkel werden fast durchweg mit den an den Ecken 
stehenden großen Buchstaben geschrieben, während wir die kleinen 
Buchstaben des griechischen Alphabetes, deren sich Lagrange mit 
Vorliebe in seinen Abhandlungen bediente^), in den Lehrbüchern nir- 
gends finden. 

Bezüglich der Behandlung der sphärischen Trigonometrie muß man 
die graphischen und rechnerischen Methoden auseinanderhalten. 
Die ersteren waren seit den Arbeiten von Boscowich (S. 91 und 99) 
wieder neu zu Ehren gekommen, beruhten natürlich in der Hauptsache 
auf dem Analemma und wurden zu näherungsweisen Auflösungen der 
sphärischen Aufgaben, vereinzelt, wie von Jfauduit*), auch zur Ab- 
leitung der trigonometrischen Hauptsätze verwendet. Die ausführ- 
lichste Schrift, welche ohne Kenntnis des Jahrhunderte alten Ana- 
lemmas wieder alles längst Dagewesene von Neuem findet, dürfte 
Simeon Valettes „Trigonometrie spherique r&olue par le moyen 
de la R^gle et du Compas^^, Paris 1757, sein. Das gut geschriebene, 
wenn auch etwas breite Werkchen baut unmittelbar auf Boscowich 
auf, der jedoch nirgends genannt wird.") 

Die rechnerische Behandlung der sphärischen Trigonometrie, 
welche die Lehrbücher fast ausschließlich brachten, wurde auch damals 
noch immer im Gegensätze zu Eulers Behandlung im 2. Aufsätze^) 
in der Weise entwickelt, daß zuerst die Sätze für das rechtwinklige 
und dann jene für das schiefwinklige Dreieck gebracht wurden. Ge- 
wöhnlich leitete man dann den Sinussatz und die Tangentenregel des 
rechtwinkligen Dreiecks: sintotrsinif^sinJSrsin-N^ und sintot:sinJ? 
= tg Jf : tg P (vgl. Fig. 32 auf S. 162) aus dem Dreikant ab und 
aus diesen beiden Formeln die übrigen mit der Methode der komple- 
mentären Dreiecke oder der Figur der „Bischofsmütze"*), oder man 
gewann sie alle 6 aus dem Dreikant, das auch, wie bei Oppel auf- 
geklappt wurde.*) 

1) Siehe z. B. die S. 126 Arnn. 1 angefahrte Schrift. — 2) In seinen Principee 
de r Astronomie spherique p. 65 ff.; Mauduits Methode stimmt mit jener des 
Boscowich überein. Später hat Boscowichs Methode 
Gioachimo Pessuti wieder aufgenonmien , indem er 
an derselben Figur wie jener die Haupt formein 
graphisch entwickelte. Memorie della Societa Italiana 
XV, 1811, Pars I, 197, datiert 1810. — 8) Eine ähnliche 
Arbeit lieferte der Abb^ Galuso in Mem. de TAcad. de 
Turin II, 1786. — 4) Siehe S. 122. — 6) Diese Figur, 
die wir z. B. bei Torporley (I. Tl. S. 184) fanden, wird 
bei Bäzout, Cours de math^m. 1772 11. Tl. benützt; 
Cagnoli und andere verwenden die einfachere Fig. 33, in welcher BF und BE 
Quadranten sind; wir haben diese Methode als die der komplementären Dreiecke 
bezeichnet. — 6) Z. B. bei Segner a. a. 0. 318 flF. Erwähnt mag noch werden, 

11* 




Flg. 83. 
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Die Behandlung der schiefwinkligen Dreiecke wird auf sehr ver- 
schiedene Art vollzogen. Einige Kompendien begnügen sich damit, 
die Dreiecke durch einen senkrechten Bogen in zwei rechtwinklige 
zu spalten und die durch Elimination der gemeinsamen Höhe aus den 
Formeln für das rechtwinklige Dreieck entstehenden Proportionen zur 
Lösung zu benützen. So leitet z. B. Segner und nach ihm Sauri 
auf diese Weise die folgenden fünf Gleichungen ab:^) 

1) sin -ff: sin A = sin m : sin Jüf; 2) sin -B : sin 6 = ctg M : ctg w; 

3) a'mN : sin n = cos M : cos m; 4) cos N : cos n = ctg JT : tg ä; 
5) cos B : cos b = cos H : cos h, 
und fügt ihnen noch die beiden durch korrespondierende Addition 
und Subtraktion aus 3) und 5) hervorgehenden Formeln bei, die wir 
schon bei dem Engländer Thomas Baker im 17. Jahrhundert trafen 
(S. 48, die beiden letzten Gleichungen). Diese 7 Formeln genügen, 
um alle Dreiecksfälle zu behandeln, und deshalb werden dann sehr 
häufig auch keine andern mehr aufgestellt. Diese Methode der Be- 
handlung war gegen Ende des 18. Jahrhunderts sehr verbreitet, da 
sie z. B. in den vielgelesenen Büchern von Segner, Karsten und 
Lorenz in Deutschland, von Sauri, Bezout, De la Gaille und 
anderen in Frankreich ausschließlich gelehrt wurde. Damit ist jedoch 
nicht gesagt, daß nicht andere Autoren neben dieser Methode, die sie 
so ziemlich alle brachten, auch noch die allgemeinen Formeln für 
das schiefwinklige Dreieck entwickelten.*) Gewöhnlich wurden die- 
selben aus dem Dreikant abgeleitet, wenigstens der Sinus- und Cosinus- 
satz, und aus diesen dann die übrigen durch Rechnung gewonnen, 
Cagnoli und Karsten finden sie dagegen, wie man es häufig auch 
jetzt noch macht, durch Anwendung der Sätze des rechtwinkligen 
Dreiecks, während sie Mauduit teilweise durch diese Methode, teil- 
weise aus dem Analemma (Orthogonalprojektion) erhält. Die letzteren 
beiden Schriftsteller entwickeln auch die Neperschen Analogieen^) und 



daß Cagnoli auch schon Betrachtungen darüber anstellte, inwieweit diese 
Formeln bei kleinen Winkeln für die Berechnung brauchbar sind, und sie für 
diese F'älle durch andere ersetzte, 1. Aufl. 250, 2. Aufl. 296 fF. 

1) Auch die früher erwähnten Schriftsteller G. Rondelli und Boscowich 
haben sich dieser Formeln bedient. — 2) Vgl. z. B. J. Lalande in seiner 
Yorzüglichen Astronomie 111, 1792, Chap. 23. — 8) Cagnoli lOst unter anderen 
die Aufgabe, aus zwei Seiten und dem eingeschlossenen Winkel die übrigen 
Stücke zu bestimmen, und ihre polare mit den Neperschen Gleichungen 
1. Aufl. 267, 2. Aufl. 312, und Mauduit zeigt in einer eigenen Tafel (86), wie 
man mittelst derselben die 6 Dreiecksfälle behandeln kann, dabei macht er die 
Bemerkung, es sei zu verwundern, daß die meisten Schriftsteller über Trigono- 
metrie diese Formeln nicht erwähnen. 
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zeigen ihren Gebrauch; im übrigen werden dieselben bei den wenigsten 
Autoren angetroffen. Das Verfahren^ mit Hilfe des Polardreiecks das 
Formelsystem direkt zu verdoppeln, das schon Yieta gekannt hat 
(siehe I. Tl. S. 180), finden wir nirgends ausschließlich angewendet, 
trotzdem die Eigenschaft des Polardreiecks natürlich wohlbekannt war 
und auch vereinzelt benützt wurde. ^) 

Um unser Bild zu vervollständigen, müssen wir noch eines Ver- 
fahrens gedenken, das damals vielfach angewendet wurde, um die 
Formeln der ebenen Trigonometrie direkt aus denen der sphärischen 
zu erhalten. Man dachte sich den Radius der Kugel unendlich groß 
und ersetzte die Sinus und Tangenten der Seiten, welche ausschließ- 
lich in die Formeln eingeführt wurden, durch ihre Bögen. So gewann 
z. B. Mauduit aus den Neperschen Analogieen die sogenannten 
Mollweideschen Gleichungen (p. 83 — 84 a. a,, 0.).*) 

Wenn wir im Vorhergehenden die hauptsächlichsten Methoden 
und Darstellungsweisen der trigonometrischen Lehren geschildert haben, 
so erübrigt uns noch der am Ende des Jahrhunderts auftretenden 
Versuche zu gedenken, welche dahin zielten, das ganze trigono- 
metrische Lehrgebäude auf eine möglichst einfache Grund- 
lage zu stützen. , Ohne diese bestimmte Absicht auszusprechen, 
hatte schon Kästner^ die Hauptformeln der ebenen Trigonometrie 
rechnerisch aus dem Sinussatze und der Winkelbeziehung A + B + C 
== ISO® abgeleitet, und noch früher hatte Oppel gezeigt, daß sich 
aus der Kenntnis des Sinus- und Gosinussatzes die sämtlichen Formeln 
der sphärischen Trigonometrie gewinnen lassen, und da man, wie 
oben bemerkt, diö ebene Trigonometrie als einen Spezialfall der 
sphärischen auffassen konnte, so war hiermit das ganze Gebäude auf 
diesen beiden Sätzen fundiert. Damit nicht zufrieden, suchte der uns 
schon bekannte Abb^ de Gua zu zeigen, daß die Cosinusformel 
allein zu diesem Aufbau genüge. Li einer 1783 der Pariser Aka- 
demie vorgelegten Abhandlung *) „Trigonometrie sph^rique deduite 
tres brievement et completement de la seule Solution algebrique du 
plus simple des ses problemes generaux etc.'' führt er diesen Gedanken, 



1) Gewöhnlich zur Ableitung des Halbseitensatzes aus dem Halbwinkelsatz, 
80 bei Mauduit 73. — 2) Auch Lagrange verbreitet sich hierüber in seiner 
Solution de quelques problemes relatifs aux tri&ngles spheriques, Journal de 
r^cole Folyt. cah. 6, 1799, sagt aber ganz richtig, daß diese Ableitung das Ein- 
fachere aus dem Schwierigeren zu gewinnen heiße (293). — 3) Anfangsgründe 
der Arithmetik, Geometrie und Trigonometrie, z. B. 3. Aufl. 1774, 418; 4. Aufl. 
1786, 605. Kästner wollte eigentlich nur eine „Vergleichung der Seiten des 
Dreiecks und eines seiner Winkel" finden. — 4) Erschienen in M^moires de 
TAcad^mie de Paris 1786, 291—343. 
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den übrigens schon der Petersburger Akademiker Mai er ausgesprochen 
hatte (S. 96), wie De Gua selbst bemerkt, des Nähern aus. Dabei 
hat er die unglückliche Idee, für seine neu aufgebaute Trigonometrie 
auch eine neue Funktionsbezeichnung einzuführen, die an Schwer- 
fälligkeit alles Dagewesene übertrifft und so die Lektüre seiner sonst 
verdienstlichen Abhandlung sehr erschwert.*) Der Oang, den er in 
derselben einschlägt, ist folgender. Er leitet zunächst geometrisch 
den Cosinussatz ab*) cos a = cos fe cos c + sin 6 sin c cos J., löst ihn 
nach cos Ä auf und berechnet hieraus sin A, welches er in die Gestalt 
bringt 
sin Ä = yi — cos*a — cos^b — cos^c + 2 cos a cos 6 cos c : sin fe sin c. 

Aus dieser Form sieht man, daß die Zähler für sin B und sin C 
dieselben sein müssen wie der für sin Äy also hat man 

Bin-4:sinJ5: sinC= -.-,—. — : -. : -. . -^ = sina : sin6:sinc, 

sin sm c em c sin a sin a sin b ' 

womit der Sinussatz gefunden ist. Durch sehr umfangreiche Rech- 
nungen, die wir hier nicht mitteilen können, ergeben sich dann der 
Cosinussatz für die Winkel, die Cotangentenformel und noch andere 
sehr komplizierte Gleichungen, zehn an der Zahl, welche teilweise zu 
praktischer Verwendung wenig brauchbar sind. 

Die abschreckenden Rechnungen De Guas veranlaßten Lagrange 
in dem schon wiederholt erwähnten Aufsatze von 1798/99 „De 
quelques Problemes relatifs aux Triangles spheriques, avec une ana- 
lyse complfete de ces Triangles" eine einfachere Ableitung zu geben. 
Er bedient sich ganz der Eulerschen Bezeichnungsweise, geht wie 
De Gua von dem Cosinussatze aus, den er wie jener für Winkel 
< 90^ ableitet, und erhält aus ihm den Sinussatz. Indem er dann 
die Cosinusformel für die Seiten a und c ansetzt, mit Hilfe der letzteren 

cos c aus der ersteren eliminiert und sin c = —^ — -. — einführt, er- 

sin A ' 

gibt sich als dritte Gleichung 

ctg a sin 6 = ctg Ä sin C + cos h cos C, 

d. h. die Cotangentenformel Vietas (I. Tl. S. 182). Vor der eben 
erwähnten Einführung des Wertes von sin c hatte sich die von Euler 

1) Indem er n&mlich das Dreieck mit GSP bezeichnet, schreibt er für 
cos 5 = 5, cos P =^ P^ cos G = G^ bezeichnet die Sinus derselben Winkel mit 
27, JT, F, die Cosinus der Gegenseiten mit «, p, ^, die Sinus mit <y, «, y, die Co- 
tangenten der Winkel mit _J 5 u. s. w., die Tangenten mit _J Z u. s. w., die 

Cotangenten der Seiten mit _J s u. s. w. und die Tangenten mit | <f u. s. w. 

Zur Bezeichnung der Sekanten und Cosekanten endlich wird das Zeichen | vor- 
gesetzt. — ?) Indem er sich derselben Figur bedient, die scHon Fr. Blake 
(S. 126 Anm. 1) zur Berechnung sphärischer Dreiecke anwandte. 
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zuerst gefundene Gleichung ergeben: cos a sin & *= cos b sin a cos C 
+ sin c cos Ä] indem er in dieser a mit b und folglich auch Ä mit B 
vertauscht und den hierdurch erhaltenen Ausdruck für cos b sina in 

sie einfahrt, ergibt sich leicht mit Hilfe der Relation sin c = ^° . ^^ - 
' ^ Bin JB 

der Cosinussatz für die Winkel als vierte Hauptgleichung. Diese 
vier Gleichungen genügen, wie Lagrange anführt, um alle Aufgaben 
zu lösen^ die sich auf sphärische Dreiecke beziehen, können aber noch 
durch andere, welche für logarithmische Rechnung verwendbarer sind, 
ersetzt werden. So ergeben sich zunächst aus ihnen für A = 90*^ die 
bekannten sechs Formeln des sphärischen rechtwinkligen Dreiecks. 
Dann findet Lagrange den Halbwinkelsatz, wie wir ihn jetzt noch 
ableiten, macht den Cosinussatz durch Einführung eines Hilfswinkek 
logarithmisch, desgleichen die Cotangentenformel und leitet den Satz 
zur Bestimmung der halben Seiten aus den drei Winkeln aus seinem 
polaren mittelst des Supplementardreiecks ab und verschafft sich zwei 
der vier Neperschen Gleichungen mit Hilfe des Halbwiukelsatzes, 
während die andern beiden sich aus dem Polardreieck ergeben. 

Es besteht kein Zweifel, daß dieses von Lagrange aufgestellte 
System der sphärischen Trigonometrie an Übersichtlichkeit, Einfach- 
heit und Eleganz alle bis dahin erschienenen übertrifft und so in 
würdiger Weise die Bestrebungen des 18. Jahrhunderts auf dem Ge- 
biete unserer Wissenschaft abschließt. Da Lagranges Arbeit un- 
mittelbar an De Gua anschließt, mußten wir beide nacheinander be- 
sprechen und können erst nachträglich noch auf eine Abhandlung 
von Theodor Schubert hinweisen, die aus dem Jahre 1796 stammt*) 
und sich die Aufgabe stellt, aus dem Satze von Menelaus allein das 
ganze bekannte Formelsystem der Trigonometrie auf der Eugel ab- 
zuleiten. Schubert leitet zunächst aus dem Haupttheorem (L Tl., 
S. 16) mit der Methode der komplementären Dreiecke, wie wir dies 
früher (L Tl. S. 24 — 25) andeuteten, die sechs Formeln für das recht- 
winklige Dreieck ab, dann den Sinussatz für das schiefwinklige imd 
unter beständiger Anwendung der erhaltenen Formeln auf die Figur 
des Transversalensatzes^ die beiden Cosinusregeln, aus denen sich 
dann als einzige noch notwendige Gleichungen 

i ^ sin A sin c 

^ sin b cos c — cos b sin c cos Ä 



1) Trigonometria sferica e Ptolemaeo (22. Dez. 1796 vorgelegt, 1801 publi- 
ziert). Nova Acta Acad. Petrop. XII. — 2) Und zwar werden die Seiten BA, 
CA und CB des schiefwinkligen A ABC zu Quadranten BF, CD und CE 
ergänzt und es wird Bogen EDF gezogen. 
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und deren Polarformel ergeben. Die Rechnungen sind jedoch zu um- 
fangreich und kompliziert, als daß wir sie hier mitteilen konnten. 
Schuberts System steht ohne Zweifel dem Lagranges an Eleganz 
und Einfachheit nach, wenn es auch demselben Gedanken entsprungen 
ist, auf einen Satz das ganze Gebäude zu begründen. 

Hatte uns das vorhergehende Kapitel die umfassende Tätigkeit 
Eulers im Zusammenhange vorgeführt, so bot uns das eben voll- 
endete ein Bild der Arbeit seiner Zeitgenossen und nächsten Nach- 
folger. Von diesen trat uns namentlich die Gestalt Lamberts be- 
deutungsvoll entgegen. Wie Euler hatte auch er die Darstellung 
der trigonometrischen Funktionen als Verhältnisse gebraucht, während 
allerdings erst Klügel eine exakte Definition dafür gab; femer ver- 
wandte er die von Riccati gefundenen Hyperbelfanktionen zu tri- 
gonometrischen Rechnungen, gab, wenn auch unbewußt, einen auf 
gruppentheoretischer Grundlage beruhenden Beweis der Neperschen 
Regel, forderte durch einen exakten Beweis für die Irrationalität von 
% das Quadraturproblem und durch Herstellung einer äußerst ge- 
diegenen Tafelsammlung die praktischen Rechnungen. Klügel hob 
zuerst die zentrale Stellung des Additionstheorems in der Goniometrie 
hervor, während Eulers Schüler Lexell und N.Fuß, femer Schubert, 
Kästner, L'Huilier und andere durch gewandte Handhabung der 
neuen Formelrechnung das Gebiet der Trigonometrie wesentlich ver- 
mehrten. Auf der Basis von Lamberts Arbeiten schufen dann Lexell 
und L'Huilier die Polygonometrie in der Ebene und im Räume und 
letzterer stellte auch noch den Hauptsatz der Polyedrometrie auf. In 
dem Riesenunteraehmen der Herstellung der Tables de Gadastre wurde 
seit Briggs und Vlack zum erstenmal wieder eine Neuberechnung 
der Logarithmen und zwar mit Benützung der Reihen und der Inter- 
polation geleistet, Maskelynes Regel gab ein Mittel zur bequemen 
Bestimmung der Funktionen kleiner Winkel, Legendres berühmter 
Satz ein solches zur angenäherten Berechnung kleiner sphärischer 
Dreiecke, und Cotes* Schöpfung einer DiflFerentialtrigonometrie wurde 
durch Boscowich und andere ausgebaui Endlich war es auf Grund 
der namentlich durch Lagrange zu vollendeter Eleganz geführten 
Rechnung möglich, die Trigonometrie auf einer einzigen Fundamental- 
formel aufzubauen. 
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6. Kapitel. 
Die Trigonometrie im 19. Jahrhundert. 

§ 1. Versnohe, die Goniometrie und ebene Trigonometrie in all- 
gemeinster Weise bu begründen. 

Die Ausbildung der analytischen Methoden , wie sie von den 
großen Mathematikern des 18. Jahrhunderts in rastloser Arbeit erzielt 
worden war, und die enormen Erfolge der Rechnung auf allen Ge- 
bieten der theoretischen und angewandten Mathematik hatten eine 
große Vorliebe für diese Methoden verursacht, welche die Geometrie 
etwas in den Hintergrund drängten. Darin lag auch der Grund für 
das Yon uns im letzten Kapitel geschilderte Bestreben, das ganze 
trigonometrische System nur aus einer einzigen geometrisch ge- 
wonnenen Formel analjrtisch zu entwickeln. Andererseits aber war 
der Begriff der goniometrischen Funktionen aus rein geometrischer 
Anschauung hervorgegangen, und ihre Darstellung als Linien erhielt 
sich trotz Euler, Lambert, Elügel und andern noch bis zur Mitte 
des 19. Jahrhunderts und teilweise darüber hinaus. Um daher ihre 
analytischen Eigenschaften, wie die Periodizität, geometrisch verfolgen 
und die Rechnungsresultate richtig interpretieren zu können, sah man 
sich gezwungen, die Darstellung der positiven und negativen Rechnungs- 
größen einer genauen Betrachtung zu unterziehen. Zwar hatte sich 
schon D'Alembert damit beschäftigt, doch war seine Auslegung 
nicht in allen Fällen stichhaltig, und Carnot^) suchte daher in seinem 
1801 veröffentlichten Buche „De la corr^ation des figures de Geo- 
metrie'' und in seiner „Geometrie de position" 1803 neue Gesichts- 
punkte aufzustellen. Im speziellen wandte er seine Theorie der in- 
versen Größen und der korrelativen Systeme zur Bestimmung 
der Zeichen der trigonometrischen Linien in den verschiedenen Qua- 
dranten an^), wodurch es ihm zum erstenmal gelang, eine einwand- 
freie geometrische Darstellung dieser Verhältnisse zu schaffen. Be- 
trachten wir seine Methode etwas näher. Ist ^j^ ein Bogen des ersten 
Quadranten, und sind BD, BE, ÄH, FG, wie die Fig. 34 (s. S. 170) 
zeigt, gezeichnet, so bilden diese geometrischen Größen ein gegebenes 
System; konstruiert man für irgend einen andern Punkt B' wieder 



1) Lazare Nicolas Marguerite Carnot (1753 — 1823), erst Ingenieur- 
Kapitän, später Eriegsminister, unter Napoleon Kommandant von Antwerpen, 
dann verbannt. Seine Biographie in Oeuvres d'Arago I. — 2) Correlation 
Probleme I, 67—84, GäomÄrie de position Sect. ü, Probl. VI, 126—160. 
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dieselben Größen^ so bilden sie ein zum ersten korrelatives System. 
Diejenigen Linien, welche beim Übergang von B nach B' nicht durch 
Null oder Unendlich hindurchgehen, sind natürlich keinem Zeichen- 
wechsel unterworfen, sind nicht invers, sie brauchen also nicht 
weiter betrachtet zu werden; dagegen heißen diejenigen invers und 
bei ihnen tritt ein Zeichenwechsel ein, welche als eine Differenz dar- 
gestellt, in die umgekehrte Differenz des korrelativen Systems über- 
gehen. Ist z. B. B' im zweiten Quadranten 
gelegen, so ist das zu BF, BE, CD, FE, 
AH, FG korrelative System: WF, B'E', 
CD', FE', ÄH\ FG\ Nun ist BF 
= AF~ AB, B'F = AB' - AF, also 
B'F invers zu BF, daher negativ, wenn 
BF positiv vorausgesetzt wird. Ebenso 
ist BE^DC=^AC-AD, B'E'= D'C 
^AD'-AC, also B'E' invers zu BE, 
daher negativ, wenn ersteres als positiv 
gilt. Das gleiche gilt von CD'; femer ist 
FE = FF' - EF' und FE' = FF' - ET, 
also sind beide nicht invers. Weiter 
ist AH = AK - HK, wo K ein be- 
liebiger Punkt von AH über H hinaus 
ist; aber AH' ^ KH' — AK, also AH' invers zu AH\ oder 
auch aus den ähnlichen Dreiecken ACH' und E'B'C folgt: AH' 
= (AC ' E'C) : E'B', und da hier allein E'B' invers ist, so ist es 
auch AH', ebenso bestimmt sich auch das Zeichen von FG' als negativ, 
und endlich folgt aus derselben Ähnlichkeit CJT'= {AC-B'C) : E'B', 
also da E'B' allein invers ist, auch CH' invers zu CH, Indem man 
noch CG' als nicht invers zm CG erkennt, hat man die Zeichen 
sämtlicher sechs Fimktionen im zweiten Quadranten bestimmt. Be- 
trachtet man ebenso die durch die nämliche Konstruktion für die 
Punkte B" und B'" im dritten, respektive vierten Quadranten ent- 
stehenden Liniensysteme bezüglich als korrelativ zu denen des zweiten 
und dritten Quadranten, so gelingt es in der Tat, die sämtlichen 
Zeichen der Funktionen geometrisch exakt zu bestimmen, was unter 
D'Alemberts Annahme, daß entgegengesetzt gerichtete Linien 
verschiedenes Zeichen haben, nicht möglich ist, weshalb man, wie wir 
wissen, seit Segner nur die Zeichen von Sinus und Cosinus direkt 
aus der Figur bestimmte. Auch den Zeichen der Funktionen 
negativer Winkel wird Carnot gerecht, indem er den Punkt B 
den Kreis in entgegengesetzter Weise durehlaufen läßt und seine 




Fig. 34. 
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Theorie der korrelativen Systeme anwendet. Zum Schlnsse stellt er 
die so erhaltenen Resultate in einer Tabelle (p. 143) zusammen^ die er 
später (p. 246 — 247) noch auf Winkel, welche 2;r übersteigen, erweitert. 
Dieser Methode der inversen Größen bedient sich Carnot auch, 
um zum erstenmal die allgemeine Gültigkeit der Additions- 
formeln nachzuweisen*), die wie er (p. 160) ausdrücklich bemerkt, 
alle trigonometrischen Formeln in sich schließen. Zu diesem Zwecke 
nimmt er den Durchmesser des Kreises als Einheit, wodurch die 
Sehne eines Bogens direkt gleich dem Sinus des auf ihm stehenden 
Peripheriewinkels wird; sind dann in Fig. 35 '^ BAD =- m, 
<^ DA C '^ n (w > n, und vorerst m + n<, 90°) zwei an die Gerade 
AD angelegte Winkel, wird in einem beliebigen Punkte E von AD 
eine Senkrechte BEC auf sie errichtet und um das entstehende 
Dreieck ABC der Kreis beschrieben, der AE 
in D schneidet und den Durchmesser 1 hat, 
wird ferner EF= EC gemacht und EH = ED 
und DF gezogen, so hat man BD »= sin w, 
CD = sin w, AC = cos m, AB = cos n, femer 
ist BC =» sin (m + n), AD = cos (m — n), 
BF = sin (w — n), AH = cos (m + n), und 
die Additionsformeln ergeben sich leicht aus 
den Beziehungen der Figur. Betrachtet man 
dann die in diese Formeln eintretenden Größen 
als Werte eines Korrelationssystems, sucht die Korrelationswerte fQr 
irgend einen anderen Zustand des Systems und setzt sie in die Formeln 
ein, so kann man diese damit auf alle Winkel ausdehnen. Bewegt sich 
z. B. BC parallel zu sich selbst von A weg und AD gleichzeitig parallel 
zu sich vom Zentrum weg, bis Punkt E außerhalb des Kreises fällt, 
dann wird <^ CAD^n invers, indem er durch Null hindurchging, 
als sich E auf dem Kreise befand: man hatte ja im ersten Systeme 
^ CAE = ^ CAB - ^ BAE, im zweiten aber <^ CAE 
== ^ BAE — ^ CAE, also ist in den Formeln das Zeichen von 
-^n zu ändern. Carnot bemerkt, daß es im ganzen acht korrelative 
Systeme gibt, die sich aber auf vier reduzieren lassen und die all- 
gemeine Begründung der Additionsformeln enthalten. Auch gibt er 
noch eine zweite Ableitung dieses wichtigen Theorems mit Hilfe des 
Ptolemäischen Satzes vom Sehnenviereck (p. 95 und 169).*) Aus 

1) Corr^l. Probl. 11, 84 ff. G6om6tne de position, Sect. 11, probl. VII, p. 161 ff. 
Später fast in derselben Weise, wahrscheinlich ohne Kenntnis von Carnots 
Werk von Schmeißer, Journal für Mathematik X, 1838, 129 ff. begründet. — 
2) Dasselbe hat später (1854), jedenfalls ohne Carnot zu kennen, wieder Quidde 
getan, Archiv für Math. XXIU, 238. 
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den vielen Folgerungen, die Carnot-aus diesem Theorem zieht ^), 
wollen wir nur noch die allgemeinen Formeln hervorheben: 



und 



Bin (g — b) sin (h — c) . sin {p — a) ^ 

cos a cos b cos b cos c cos p cos a 

s in (g ~ b) , BJ5 (& — c) , i ®^ (P ~ ") __ n 

sin g sin 6 sin b sin c sin p sin g 



R. Baltzer hat die letztere später für den Fall von vier Winkeln aus 
dem allgemein . begründeten Sinussatze abgeleitet und dann aus ihr 
umgekehrt die Additionsformeln gewonnen.*) 

Zu diesen wichtigen Untersuchungen über die Goniometrie fugte 
Carnot auch noch die Begründung der ebenen Trigonometrie 
auf die einzige Formel des Projektionssatzes hinzu.') In 
der VeröflFentlichung war ihm allerdings schon Charles Bossut 
(1730—1814) in seinem Cours de Math^matiques (U, 1800, 413—416) 
zuvorgekommen. Indem sie nämlich in A ABC die Höhe AD fällten, 
ergab sich: BD = c cos B, ebenso CD == b cos C, woraus der Pro- 
jektionssatz a — b cos C -\- c cos B folgt; schreibt man diesen auch für 
die Seiten b und c an, multipliziert die drei Gleichungen nacheinander 
bezüglich mit a, b und c und zieht die erste von der Summe der 
beiden andern ab, so erhält man a^ = b^ -\- c^ — 2bc cos J.; daraus folgt 

dann sin A ^ ^, K == y2an^~^+'2ä^c'^~+YVc^ - Ja^ + fc* + d") 

K IC 

und ebenso sini? = - — , sin (7 == — i» woraus sich sin ^ : sin JB : sin (7 

== a: 6 : c ergibt.^) Auch zeigen Bossut und Carnot noch, wie der 

1) Er entwickelt aus ihm analytisch alle wichtigen Formeln der Gonio- 
metrie. — 2) Die Elemente der Mathematik II, 5. Aufl. 1878, 301—303. Die- 
selben Formeln findet Carnot auch geometrisch in Nr. 215, 216 p. 278—275. — 
3) A. a. 0. Nr. 261, 252 p. 802—803 und Corrc^lation etc. Probl. m, 101—117, 
auch schon in einem Briefe an Bossut von 1799, vgl. dessen Cours 11, Anhang 
413 — 415. — 4) Gergonne hat diese Rechnung etwas umgestaltet: Annales de 
Mathdm. HI, 1812, 348. Vgl. auch Matzka in seiner Ausgabe von Vegas Vor- 
lesungen, Wien 1885, 11, § 567 und etwas verändert im Archiv für Mathem. XIII 
1849, 75. Vgl. femer Rädell ebenda I, 1841, 444, August in seinen loga- 
rithmisch-trigonometrischen Tafeln 1846 und neuerdings Dick mann im Jahres- 
bericht des Essener Gymnasiums 1877, sowie in der Zeitschrift für mathem. und 
naturwissenschaftlichen Unterricht XX 1889. Eine direkte Ableitung des Sinus- 
satzes aus dem Cosinussatze hat schon Lagrange in der mehrfach zitierten 
Abhandlung von 1798 gegeben, dann Rejnaud in seiner Trigonometrie, Paris 
1805 und Legendre a. a. 0. Nr. XLVI, während 0. Terquem den Gosinussatz 
aus dem Sinussatze ableitete: Nouv. Ann. 1847, VI, 84. Den Sinussatz und den 
Projektionssatz wählten als Grundlage B. F. Thibaut, Grundriß der reinen 
Mathematik 5. Aufl. 1831, 370 und 0. Schlömilch, Grundzüge einer wissen- 
schaftlichen Darstellung der Geometrie des Maßes 1849; 6. Aufl. 1883. Eine 
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Projektionssatz xminittelbar die Additionsformeln liefert^ wenn man 
sich auf Winkel < 90*^ beschränkt. 

Der Italiener Pietro Ferroni (1744 — 1825), den wir schon an- 
trafen und auf den wir weiter unten wieder zu sprechen kommen, 
hat 1805^) denselben Projektionssatz zur Begründung der Raum- 
trigonometrie verwendet und die Trigonometrie der Ebene als einen 
Spezialfall aus ihr abgeleitet. 

Carnots Methode der inversen Größen scheint übrigens merk- 
würdigerweise wenig Beifall gefunden zu haben, denn es finden sich 
nach ihm zahlreiche Versuche, sowohl die Zeichen der Funktionen zu 
bestimmen, als auch die Trigonometrie zu begründen, die nicht auf 
ihn rekurrieren. So hat Legendre in seiner Trigonometrie*) die 
Additionsformeln zunächst geometrisch für spitze Winkel a und h 
bewiesen, sei es daß deren Summe > 90^ ist, dann aber erweiterte 
er die Gültigkeitsgrenzen, indem er zeigte, daß die Formeln auch noch 
gelten, wenn man die Winkel nacheinander beständig um ^ wachsen 
läßt, woraus man schließt, daß sie endlich für beliebig große Werte 
von a und b gelten werden.^) Grelle hat in seiner deutschen Über- 
setzung von Legendres Werk 1833 einen andern mehr geometrischen 
Beweis angemerkt (p. 351). 

Von einem andern Gesichtspunkt ging der berühmte L. A. Cauchj 
(1789 — 1857) in seinem Cours d'analyse von 1821*) aus, indem er 
zunächst durch eine ganz allgemeine Betrachtung, die sich an keine 
spezielle Figur band, mittelst der Projektion auf zwei rechtwinklige 
Achsen die vier prosthaphäretischen Formeln für ganz beliebige Bögen 
ableitete und aus ihnen dann leicht die gesuchten Gleichungen erhielt. 
Im gleichen Jahre gab Frederic Sarrus^) folgenden ebenso kurzen 

vergleichende Kritik dieser Methoden hat Theodor H ab 1er geliefert: Ein- 
ladungsschrift zur Einweihung der Fürsten- und Landesschule zu Grimma 1891 
und Jahresbericht, ebenda 1887/88, 41. Vgl. femer W. F. Meyer, „Zur Öko- 
nomie des Denkens in der Elementarmathematik", Jahresbericht der Deutschen 
Mathematikervereinigung VII, 1899, 147 — 164, wo unter anderem gezeigt wird, 
wie aus einer für die Existenz eines Dreiecks charakteristischen Formelgruppe 
alle übrigen Gruppen durch rein algebraische Operationen hervorgehen (p. 150 ff.). 
1) Memorie della Societä, Italiana XII, parte I, 106—159. — 2) ^l^ments 
de g^omätrie. Die Auflage von 1804 enthält die Trigonometrie. Uns lagen die 
14. Auflage von 1832 und die Übersetzung Grelles vor. — 8) Vgl. die 
Umgestaltung durch Thibault, Nouvelles Annales 1848, 309, durch Arndt, 
Archiv für Mathem. VI 1846, 96 und durch Astrand, ebenda XVIII 1852. Alle 
möglichen Fälle hat Spitz einzeln diskutiert, Archiv für Mathem. 1859, XXII, 
293—804. — 4) A. a. 0. Note I, p. 483—435. Fast dieselbe Ableitung gab wieder 
Lemonnier in Nouv. Ann. 1871, 26—28. — 5) Annales de Mathem. XI, 1820/21, 
323 — 326. In neuerer Zeit brachte einen analytisch-geometrischen Beweis wieder 
C. Juel, Nyt Tidskrift for Math. II 1891, 31—32. 
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als allgemeinen Beweis. Für beliebige Bögen x und y gelten die 
Gleichungen sin* x + cos^a; = 1, sin'y + cos^y =» 1 und (sin a; — sin f/)* 
+ (cos X — cos yy = cord* {x — y) ohne Einschränkung. Aus diesen 
Gleichungen folgt leicht (A) 2 — 2 (sina: sin y + cos x cos y) == crd* (x — y) 
und für y = 0, hieraus 2 — 2 cos a; = crd^rr; ersetzt man hier x durch 
a; — y, so folgt (B) 2 — 2 cos (a: — y) = crd* (x — y) und durch Eli- 
mination von crd* (x — y) zwischen (A) und (B) : cos (x — y) 
=» cos X cos y + sin a; sin y u. s. w. 

Kehren wir wieder zu Cauchy zurück, der in seinem Cours 
d'analyse^) eine originelle Ableitung der ebenen Trigonometrie aus 
dem Sinussatze gegeben hat. Zu diesem Zwecke yerschafite er sich 
zuerst die beiden goniometrischen Formeln 

2 Ä (sin ^ + sin J9 + sin C) (sin B -{- sinC — sin Ä) 

^^^ T 4 sin^B sinC 

Ä 
und die analoge für sin* — , führte dann aus dem Sinussatz statt 

der rechts stehenden Sinus die Seiten ein und erhielt so die beiden 
bekannten Halbwinkelformeln, die leicht zu den »Gleichungen cos A 

=.^' + «'-«'und sin ^ = VHs-ä)(s^ms^) („^±|±f) fahrten. 

Endlich wurde noch die Fincksche Tangentenformel aus dem Sinus- 
satz direkt gewonnen. Diese Arbeit scheint Joh. August Grunert, 
Professor der Mathematik in Greifswald (1797 — 1872), nicht bekannt 
gewesen zu sein, sonst hätte er kaum 1842 eine ähnliche Ableitung 
aus dem Sinussatz und der Relation J. + J? + C = 180^, die ihm nur 

noch die weniger bekannten Formeln sin ( jB + yj = ^^^ y "~ ^^ 

und cos \S + y) ^ ' c 1/ "^ lieferte, mitgeteilt.^) Die gleiche 

Bemerkung ist auch bezüglich einer Ableitung des Additionstheorems 
zu machen, die er in seinem Lehrbuch der Mathematik und Physik 



1) A. a. 0. 436—437. Übrigens hat Cauchy 1838 in § 12 seiner R^sum^s 
analjtiques, Oeuvres serie II, X noch eine größere Abhandlung über Trigono- 
metrie niedergelegt, die aber wenig Originelles bietet. Er definierte darin die 
trigonometrischen Funktionen noch immer als Linien am Kreise, bestimmte aus 
der Festlegung ihres Richtungssinnes weit weniger exakt als Gar not die Zeichen 
derselben in den verschiedenen Quadranten, leitete an der Figur den Sinus- und 
den Projektionssatz ab und gewann aus letzterem das Additionstheorem für 

Winkel < -— • (Ahnlich auch ein Ungenannter im Phil. Magazine 1826, LXV, 

181.) Die allgemeine Gültigkeit desselben bewies er dann ähnlich wie Legendre 
— 2) Archiv für Mathem. 11, 215 — 219. Die letzteren Formeln hatte übrigens 
schon 1831 Girault gegeben. Vgl. Bulletin de Ferrusac 1831, XV, 159. 
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1843; III; 371 gibt.^) Dagegen muß bemerkt werden^ daß Grunert 
schon in seinem Artikel ^^Goniometrie^^ im Supplement zu Elügels 
Wörterbuch 1836 (II, 581 — 705) und später wieder in jenem Lehrbuche 
Sinus und Cosinus als die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes' 
der Ebene definierte und so auf die Prinzipien der analytischen 
Geometrie sich stützend eine genaue Zeichenbestimmung der Funktions- 
werte für die Winkel in den verschiedenen Quadranten erreichte.*) 

Daß es praktisch ist, die trigonometrischen Funktionen im recht- 
winkligen Koordinatensystem zu definieren, hob auch 1861 De Morgan 
in dem Artikel „Trigonometry*' in der „English Cyclopaedia" VIII, 368, 
hervor, ging aber noch einen Schritt weiter, indem er sie, wie einst 
Kl ü gel als Verhältnisse darstellte. Eine eigentümliche Ableitung 
des Additionstheorems sowie des Sinussatzes hat in der letzten Zeit 
(1887) C. A. Laisant (geb. 1841) gegeben.') Indem er nämlich aus 
dem allgemeinen Projektionssatze für einen geschlossenen Polygonzug 
den Satz folgerte, daß wenn A^sinx^-^- A^sinx^ +"- + Ä^ sin ^„ = 
oder A^ cos x^ + A^ cos x^ + • • - -\- A^ cos ^„ = ist^ auch die ent- 
sprechenden Ausdrücke yerschwiDden, die man erhält, wenn man :r^ 
durch iT; + Ö, A = 1 • • • w, ersetzt, ergaben ihm die Formeln 1 • sin a: 
= sin a: sin — + cos a: sin und 1 • cos a: = sin a: c6s - + cos x cos 0, 

sofort die Gleichungen sin (x ■\- y) = sin x sin (-ö + y) + cos x sin y 

und cos (a; + y) = sin a: cos ( o + y) + cos x cos y, d. h. die Additions- 
formeln, während der . Projektionssatz für das Dreieck in der Form 
geschrieben: a cos B -\- 6 cos (— ^) + c cos (— ;r) = und a cos n 
+ fc cos C + c cos (— 5) = sofort a cos (JS + ö) -f fe cos (0 — Ä) 

+ c cos (Ö — ;r) = und a sin (-ß+ Ö) + ft sin (Ö — ^) + c sin (Ö — ;r) = 

1) Eine andere Ableitung gab er 1863, Archiv für Mathem. XXI, die sich 
übrigens fast ebenso schon bei Cagnoli, Trigonometrie, 2. Aufl., p. 18 findet 
und 1854 von KCsters in etwas abgeänderter Form im Archiv XXII, 282 wieder 
gebracht wird. Der Gedanke ist folgender: Man betrachtet das Additionstheorem 
als eine Idendität zwischen den drei Winkeln eines Dreiecks, indem man den 
Zusammenhang der Funktionen Sinus und Cosinus dieser Winkel durch den 
SinuBsatz (Cagnoli), durch die Definitionsgleichungen dieser Funktionen mit 
Senkrechtfällung der Höhen (Grunert) oder durch den Dreiecksinhalt (Kost er s) 
ausdrückt. — 2) Vgl. auch Riese im Archiv für Mathem. XXX, 1866, 143 ff.: 
der ebenfalls die Eoordinatenmethode anwandte; übrigens hatte schon 1834 
Dirichlet in einer in Berlin gehaltenen Vorlesung die ebene Trigonometrie 
als den Teil der analytischen Geometrie bezeichnet, bei welchem man den Zu- 
sanunenhang der Linien und Winkel sucht. Vgl. E. Häntschel, Jahres- 
bericht des KöUnischen Gymnasiums zu Berlin, 1900. — 3) Mathesis VU, 1887, 
272 und ausführlicher in Bulletin de la societö de France XV, 1886/87, 198—202. 
Ein ganz allgemeiner Beweis auf dieser Grundlage findet sich auch in Clements 
de Trigonometrie von E. Gelin Namur 1888. 
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ergab; die letztere Formel geht aber f ür ö = unmittelbar über in 
asin B = b Bin Ä. Diese Ableitung bedarf keiner Figur und ist daher 
von großer Allgemeinheit. 

Die meisten Ableitungen der Gmndformehi der Trigonometrie 
waren nur einfache Rechnungsexempel^ nachdem einmal die Formel- 
sprache ihre vollkommene Durchbildung erhalten hatte; yiel wichtiger 
aber wäre es gewesen, den einen Fundamentalsatz, auf den sie zurück- 
griffen, z. B. den Sinussatz, möglichst allgemein zu begründen, woran 
jedoch niemand dachte, bis August Ferdinand Möbius, Professor 
in Leipzig (1790 — 1868), auf diese Notwendigkeit aufinerksam machte. 
Dies geschah in der Einleitung zu seiner „Theorie der Kreisverwandt- 
schaft in rein geometrischer Darstellung", 1855.^) Seine Formulierung 
lautet: „Sind a, 6, c drei willkürliche Gerade einer Ebene, die das 
Dreieck -4. jBO bilden, bestimmt man willkürlich die positiven Richtungen 
von a, b, c und hiermit die Zeichen von BC, CA, AB (z. B. im 
Sinne der Aufeinanderfolge der Buchstaben), setzt man dann von dem 
doppelten Sinn, in welchem eine Linie in der Ebene gedreht werden 
kann, den einen, etwa den von der Linken nach der Rechten als 
positiv fest und bestimmt hiemach die Winkel 6c, ca, ab so, daß bc 
denjenigen Winkel ausdrückt, um welchen die Gerade b um A nach 
Rechts gedreht werden muß, bis ihre positive Richtimg mit der posi- 
tiven Richtung von c identisch ist, so gilt auch den Zeichen nach 
die Gleichung 

BC : CA : AB = sin (6c) : sin (ca) : sin (aby 

Einen allgemeinen Beweis hierfür hat später Richard Baltzer 
(1818—1887) mittelst der Projektion der Figur der drei Linien a, 6, c 
auf eine Gerade, die er dann successive mit a und 6 zusammenfallen 
ließ, gegeben.^) Den hier auftretenden Richtungs- und Drehungssinn 
hatte Möbius schon im baryzentrischen Kalkül 1827 eingeführt und 
in seinen spätem Arbeiten durchweg festgehalten. Li etwas ver- 
änderter Weise wurde derselbe 1877 von Ch. Brisse ebenfalls zur 
Definition der goniometrischen Funktionen als Verhältnisse und zur 
Ableitung der Additionsformeln verwendet.*) 

Eine ganz neue Begründung der Goniometrie aber hat in jüngster 
Zeit (1900) E. Häntschel gegeben.*) Er definiert zuerst die Funktionen 



1) Abhandl. der k. Gesellsch. der W. zu Leipzig, Math-phys. Kl. U, 
529— 59Ö. Werke von Möbius II, 246—247, Anm. — 2) Die Elemente der 
Mathematik II, 1867, 2. Aufl. 301 ff. — 3) Nouv. Ann. XVI, 1877, 49— 61. — 
4) „Über die verschiedenen Grundlegungen in der Trigonometrie", Jahresbericht 
des Köllnischen Gymnasiums zu Berlin, Ostern 1900, 4^, femer Unterrichtsblätter, 
Jahrg. VI, 1900. «0 und Jahresbericht desselben Gymnasiums, Ostern 1901, 4°. 
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als Verhältnisse am rechtwinkligen Dreieck ^ eine Definition^ welche 
fOr Winkel im ersten Quadranten genügt, leitet dann die Gleichtmgen 
sm a = 2 sm - cos — , cos a = 1 — 2 sm^ -5- ^ tg a « tmd cotg a 

Am a COS OL 

=- - .- -- am gleichschenkligen Dreieck ab, und indem er diese * als 
neue Definitionsformeln auffaßt, gelingt es ihm, den Gültigkeitsbereich 
der Funktionen stetig aus dem ersten in den zweiten Quadranten und 
aus diesem in die übrigen successive fortzusetzen. Damit ergibt sich 
die Periodizität und die Bedeutung der Funktionen negativer Winkel 
ohne jede Figur. ^) 

Was sonst noch von Seiten jener Geometer, die sich von der 
Mitte des 19. Jahrhunderts an noch für elementare Mathematik inter- 
essierten, für den Aufbau der ebenen Trigonometrie geschah, fallt 
außerhalb des Rahmens unserer Betrachtungen, da es mehr päda- 
gogische als wissenschaftliche Zwecke im Auge hatte.') 

§ 2. Allgemeine Begründung der sphärischen TTigonometrie. 

Wir kommen nun zur Betrachtung der verschiedenen Richtungen, 
welche eingeschlagen wurden, teils zur Begründung der sphäri- 
schen Trigonometrie, teils zur Erweiterung des Gültigkeits- 
bereiches ihrer Fundamentalformeln. Wie wir wissen, hatte Lagrange 
an derselben Figur, die schon Fr. Blake benützte, den Cosinussatz 
abgeleitet, und ihm war Carnot nachgefolgt, der diese Figur als ein 
rechtwinkliges Tetraeder auffaßte und so durch Spezialisierung einer 
far das allgemeine Tetraeder gewonnenen Formel den fraglichen Satz 
erhielt.*) Demgemäß war derselbe, wie auch durch alle früheren Ab- 
leitungen, nur für spitze Winkel gültig. Daher fühlte Carl Friedrich 
Gauß (1777 — 1855), der sich gelegentlich auch mit elementaren Fragen 
beschäftigte, die Notwendigkeit, denselben auf Winkel und Seiten, die 
den Quadranten übersteigen, auszudehnen, beschränkte sich aber, 
den Forderungen der Praxis entsprechend, auf Bögen < 18W 
Die Gelegenheit hierzu bot ihm die von seinem Freunde Heinrich 
Christian Schumacher (1781 — 1850) besorgte deutsche Ausgabe 
von Carnots Geometrie de position*), die er mit Noten versah. Eine 
solche Note führt die Überschrift: „Entwickelung der Grundformeln der 

1) Vgl. auch B. Güntsche, Zeitschr. f. math. u. naturw. Unterricht XXXIII, 
1902,176—183.— 2) Vgl. z. B. ünf erdinger im Archiv für Mathem. XXXm, 1859, 
429—432, ebenso Hoüel in M^moirea de la societ^ de Bordeaux (2. Serie) V, 1877, 
196. Dieser will auch in der Schule Goniometrie und Trigonometrie als einen 
Spezialfall der analytischen Geometrie aufgefaßt wissen. — Zahradnik, Beitrag 
zur Trigonometrie, Archiv für Mathem. LXII, 1878, 880 u. s. w. — 8) Göomätrie 
de pos. Nr. 339—341. — 4) Geometrie der Stellung, Altena, 2 Bde. 8^ 1807—10. 

Y. Braanmühl, Geiohichte der Trigonometrie. II. 12 




178 6. Kapitel. 

sphärischen Trigonometrie."^) Darin unterscheidet er, um die Gültig- 
keit der Formel cos a = cos h cos c + sin 6 sin c cos A auszudehnen, 
folgende Sälle: 1) 6 und c> 90®, dann ist (Fig. 36) im Nebendreieck 
ABC, BA = 1800 - c < 90® ^^ CA = 180» - 6 < 90«, ^A^A, 
also gUt für dieses Dreieck der Gosinussatz, der sofort wieder in die 
obige Form übergeht. 2)h>9QP, c< 90<>; hier gilt der Satz für 

ß- das Nebendreieck BAC und wird 
cos (180® - a) = cos c cos (180® - b) 
+ sin c sin (180<> ~ b) cos (180® - A\ der 
ebenfalls die obige Form annimmt. 
3) 6 = 90^,^=90® oder c-90<>, ^ = 90«; 
hier ist C der Pol von AB, also ist 
die Formel von selbst evident. 4) 6 =» 90®, 
^^90®; für c = 90® gut das Gleiche 
wie in 3), für c < 90® wird c bis zu 
42) = 90® verlängert und ABDC ge- 
bildet, dann ist A der Pol von CD, also aus Dreieck CBD : cos a 
= cos (90® — r) cos A + sin (90® — c) sin J. cos 90®, oder cos a 
« sin c cos A, was sich auch aus der Hauptformel für 6 « 90® ergibt. 
Ist endlich c > 90®, so wird AD =^ 90® von AB abgeschnitten und 
Dreieck BCD vollendet, das dann cos a = cos {c — 90®) cos A 
+ sin (c — 90®) sin A cos 90® oder cos a =• sin c cos A liefert, ebenfalls 
in Übereinstimmung mit der Hauptformel. Da die Fälle b < 90® oder 
6 > 90® und zugleich c = 90® mit diesen wesentlich identisch sind, 
so ist damit die allgemeine Gültigkeit der Formel bewiesen. Gauß' 
Ableitung der übrigen Hauptformeln aus der Cosinusformel unter- 
scheidet sich etwas von jener Lagranges, ist jedoch weniger natür- 
lich als diese.') 

An jener Stelle der „Theoria motus"**), an welcher Gauß die oft 
nach ihm benannten Gleichungen mitteilte, machte er übrigens die 
Bemerkung, daß es viele ausgezeichnete Vorteile gewähre, die Idee 
des sphärischen Dreiecks in der größten Allgemeinheit aufzufassen, 
d.h. so, daß weder Seiten noch Winkel durch irgend welche 
Grenzen beschränkt werden; zugleich versprach er bei einer 
andern Gelegenheit darauf zurückzukommen, was jedoch nie geschehen 
ist; seinen Gedanken nähftr auszuführen, blieb andern vorbehalten. 

Zwei Jahre nach dem Erscheinen von Carnots Geometrie, die dem 
großen Gauß Anlaß geboten hatte, die allgemeine Gültigkeit der 

1) A. a. 0. n, 378—376 oder Gauß' Werke IV, 401. — 2) Ähnlich wie 
Gauß hatte schon Kliigel den Gültigkeitebereioh der Fonnebi für das recht- 
winklige Dreieck erweitert (siehe S. 136). — 3) Theoria motus corporum coe- 
lestium, 1809, Nr. 186. 
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trigonometrischen Formeln, wenigstens für alle in der Praxis vor- 
kommenden Dreiecke, nachzuweisen, erschien ein Aufsatz^) von dem 
Pisaner Mathematiker Pietro Ferroni (1744 — 1825), in welchem er 
einerseits das ganze Formelsystem der ebenen Trigonometrie aus jenem 
der sphärischen ableitete, indem er das schon von Mauduit benützte 
Prinzip des Grenzübergangs anwandte und schärfer präzisierte^) und 
andererseits nachwies, daß die Grundformeln sämtlich in einer 
Gleichung von der Gestalt C08 e ±ig smz^ h = enthalten sind. 
Nach dem Vorgange des Franzosen Goudin") (1734—1817) zeigte 
er dann, daß sich diese Formeln an einer gewöhnlichen Ellipse ent- 
wickeln lassen, daß man beim Übergang derselben in den Kreis die- 
jenigen für das rechtwinklige oder für das Quadrantendreieck und 
beim Übergang in die Parabel die Gleichungen für gleichschenklige 
sphärische Dreiecke erhalt, während endlich die Interpretation an der 
Hyperbel die Formeln der hyperbolischen Trigonometrie liefert. 

Andere, wie Legendre in seiner vielgelesenen Trigonometrie, die 
als Anhang zur Geometrie vielfach aufgelegt wurde, Lacroix in 
seinem „Traite de trigonometrie" 1805 (deutsch von Ideler 1822) und 
Delambre in der Abhandlung über Trigonometrie im B. I der 
„Astronomie th^orique et pratique'^, Paris 4^, 1814 schlössen sich an 
Lagrange an, dessen Ableitung des Sinussatzes aus der Cosinusformel 
von Gergonne 1812*) etwas umgestaltet wurde. Auf eine Erweite- 
rung des Gültigkeitsbereiches der Formeln, wie sie Elügel und Gauß 
geliefert hatten, nahmen sie jedoch keine Bücksicht. 

Von einem andern Standpunkt aus geschah die Begründung der 
Hauptformeln durch Jakob Sturm"^) (1803 — 1855) und Joseph 
Raabe^) (1801 — 1859), welche die analytische Geometrie zu Hilfe 



1) Paralleli e principio nnico e semplice delle due trigonometrie. Memoria 
della Societä, Italiana XII, 1806, 106—183. Die Schrift enthält sehr viele äußerst 
wertvolle historische Notizen. — 2) Er leitete nämlich die Hauptformeln aus 
einem Tetraeder ab, dessen Spitze im Kugelmittelpunkt liegt, während die 
Kanten der gegenüberliegenden Fläche die Sehnen des sphärischen Dreiecks sind ; 
rückt dann die Spitze ins Unendliche, so geht das Tetraeder in ein recht- 
winkliges Prisma über u. s. w. Analytisch genau wurde dieser Grenzübergang 
allerdings erst viel später gemacht, z. B. von Gelin, Mathesis, 1888, Vlll, 
Suppl. lY. — Eine sehr vollständige Zusammenstellung der hierdurch auseinander 
ableitbaren Formeln hat F. von Schäwen gegeben. Zeitschrift für das Real- 
schulwesen, Wien 1882, VII, 394—401, 4G9— 478. — 3) Memoire sur les usages 
de TEUipse dans la Trigonometrie sphärique, Paris 1797, 4^ Cap. 11, 18. — 
4) Annales de Mathäm. III, 348 — 862. — 6) Recherches analytiques sur les poly- 
gones rectilignes planes ou gauches. Annales de Math^m. XV, 1824/25, 309 ff. 
— 6) Sphärische Polygonometrie. Journal für Mathem. H, 1827, 9^21. Ge- 
naueres über diesen Aufsatz weiter unten! Den Sinussatz hatte übrigens schon 

12* 
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nahmen. Beide zeigten, daß sich die drei Hauptformeln der sphäri- 
schen Trigonometrie durch Spezialisierung der Transformationsformeln, 
welche ein rechtwinkliges Raumkoordinatensystem in ein anderes 
gleichartiges überfahren, erhalten lassen. Die Allgemeingültigkeit der 
Transformationsformeln gewährleistete dann auch die Gültigkeit der 
trigonometrischen Pormehi für beliebige Dreiecke. Den ein£Etchsten 
Weg schlugen sie jedoch hierbei nicht ein, denselben scheint yielmehr 
erst Louis Puissant (1769 — 1843) gefunden zu haben, der in der 
dritten Auflage seines „Traite de Geodesie«, Paris 4«, 1842, II, 65—66 
die rechtwinkligen Koordinaten eines Kugelpunktes durch räumliche 
Polarkoordinaten ausdrückt, ,,dem Koordinatensystem eine Drehung 
um eine Axe {x) auferlegt und dann durch Einführung der Polar- 
koordinaten in die Transformationsformeln x^x\\f^y cos o — / sin o, 
z ^ z' cos (o + y' ^mG) aus ihnen direkt die Hauptgleichungen in ihrer 
einfachsten Gestalt erhält'^^) Daß hierdurch eine allgemeine Gültig- 
keit der Formeln begründet ist, hebt er allerdings nicht herror, wohl 
weil er nur gelegentlich der Behandlung einer astronomischen Frage 
zu dieser Ableitung gelangt. 

Um dieselbe Zeit, da Sturm und Raabe die Koordinatentrans- 
formation entwickelten, gab Franz Moth*) (1802 — 1879), Professor 
in Wien, yon anderem Gesichtspunkt ausgehend, ebenfalls eine ana- 
lytisch-geometrische Ableitung der sphärischen Trigonometrie. Er 
stützte sich dabei auf algebraische Relationen, die Lagrange bereits 
im Jahre 1773 aufgestellt hatte') und die wir heute als einfache 
Folgenmgen einiger Determinantensätze erhalten. Indem Moth die 
von Lagrange aufgestellten Relationen weiter entwickelte — er leitete 
nicht weniger als 176 Gleichungssysteme mit mehr als 700 Formeln 
ab — fand er, daß gewisse unter ihnen, passend gedeutet, nicht nur 



Fraii9ai8 im Journal de r^cole Polyt. VIl, 1808, 189 aus den Transfonnations- 
formeln abgeleitet, ohne jedoch die übrigen Formeln zu berücksichtigen. 

1) Man findet FuisBants Ableitung in neueren Kompendien der Trigono- 
metrie verwendet, so in dem Werke von Chauyenet: Treatise on plane and 
spherical Trigonometry, und Spherical and Practical Astronomy 1, 28, in Brünno wb 
„Sphärische Astronomie", Berlin 1851, 8*^ und in Hammers „Lehrbuch der 
ebenen und sphärischen Trigonometrie", Stuttgart 1886, 8^ 2. Aufl. 1897. — Eine 
Ableitung der Hauptsätze, die Matzka 1849 im Archiv für Mathem. XHI, 88 
gegeben hat, läuft im Grunde auf die Puissants hinaus, obwohl sie etwas 
anders eingekleidet ist. — 2) Astronomische Nachrichten Nr. 130, VI, 1828, 
217 — 220 und vollständiger in: „Die Lagrangeschen Relationen und ihre An- 
wendung zu einer neuen Entwicklung aller Gleichungen der sphärischen Trigono- 
metrie", Prag 1829 in 4^. — 3) Solutions analytiques de quelques probl^mes 
sur les pyramides triangulaires. Nouv. Memoires de TAcad. de Berlin, 1773; 
Oeuvres, ed. Serret, III, 661 ft'. 
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die trigonometrischen Hauptformeln ergeben, sondern eine ganze Menge 
bekannter und neuer Beziehungen erkennen ließen. In neuerer Zeit, 
1875, hat F. J. Studnicka (geb. 1836), ein Schüler Moths, die 
Betrachtungen seines Lehrers wieder aufgenommen und, indem er 
erkannte, daß dieselben auf die Verwendung von heute allgemein be- 
kannten Determinantensätzen hinauslaufen, eine direkte Ableitung der 
Grundformeln mit Zugrundelegung einiger solcher Sätze versucht. Da 
wir auf Moths weitschweifige Ableitung nicht eingehen können, 
Studnickas Darstellung aber von demselben Gedanken ausgeht, so 
wollen wir letztere kurz skizzieren. 

Haben drei Ebenen I, H, UI, welche sich im Anfangspunkt 
eines rechtwinkligen Koordinatensystems schneiden, die Gleichungen 
^i^ + fty + y<^ =* (i = 1, 2, 3) und bilden sie die Schnittkanten 

1, 2, 3 mit den Gleichungen y = v ^^ ^ ™ T ^' wobei die A^^ JB^, C^ 

die Unterdeterminanten der Elemente von ^ =* «j ft yj sind , so 

kann man sich leicht die Ausdrücke für die Sinus und Cosinus der 
Flächenwinkel (U, III), (III, I), (I, H) und der Kantenwinkel (2, 3), 
(3, 1), (1, 2) verschaflFen. Denkt man sich hierauf um den Anfangs- 
punkt als Mittelpunkt eine Einheitskugel gelegt, so entsteht auf der- 
selben ein sphärisches Dreieck ABC mit den Winkeln (II, HI) =« -4, 
(HI, I) « 1800 _ ^^ (i^ n) = C und den Seiten (2, 3) - 180^ - a, 
(3, 1) = 6, (1, 2) - 180« - c. Führt man diese Werte in die er- 
wähnten Gleichungen für die Neigungswinkel ein und bezeichnet 
noch -4/ + B^ + C/ mit M^^ so entstehen folgende Formelsysteme: 
sin A = Jl/i, sin B = Jfj, sin C = M^\ sin a = ^ ^ , u. s. w.; 
cos A = 27(0,0,), — cos B =« U(a^ai), cos C = U(ccj^a^) und — cos a 
=* - }f^Ttr -j cos 6 =«= - T^^r- y — cos c = — j; -TLT j wobei die Summen 

auf die drei Buchstaben o, /3, y, beziehungsweise Ay B, C auszu- 
dehnen sind. Diese Formeln liefern unmittelbar die Fundamental- 
gleichungen, wenn man einige bekannte Determinantensätze inbetracht 
zieht. So erhält man z. B. sofort aus den ersten beiden Gleichungs- 
systemen: 

z^ = sin 1? sin C sin a = sin C sin ^ sin & = sin ^ sin £ sin c 
und hieraus den Sinussatz, während der Gosinussatz aus der aus der 
Multiplikation der Determinanten hervorgehenden Gleichung 

I M^M^ cos a, M^ 



182 6. Kapitel. 

entsteht, wenn man den obigen Wert von z/, ^(aicc^) = cos C und 
die aus dem ersten Gleichungssystem sich ergebenden Werte von M^ 
einführt u. s. w. 

Herrschte in den zuletzt besprochenen Abhandlungen die Tendenz 
vor, die bekannten Hauptformeln der sphärischen Trigonometrie auf 
analytischem Wege allgemein zu begründen, so gab es auch Gelehrte, 
welche weder die analytische Ableitung für die richtige hielten, noch 
überhaupt die bisherigen Fundamentalformeln als die zur Begründung 
der Trigonometrie allein zweckmäßigen anerkennen wollten. So fand 
Friedrich Schmeißer, daß die „langweiligen und gezwungenen" 
analytischen Operationen nur zu Sätzen führen (gemeint sind eben die 
gewöhnlichen Hauptformeln), welche für die Rechnung unpraktisch 
seien. Deshalb verschaffi^e er sich durch eine übrigens sehr kompli- 
zierte geometrische Betrachtung folgende 4 Fundamentalformeln:^) 

sin Y cos Y sin C = sin Y cos (S — Ä), 
cos Y süi Y 8Ü1 C = süi Y cos (S — JB) , 

cos Y cos Y siii C' = cos — cos {S — C), 

a , b . ^ c o9\ 

sm Y sm Y ^^^ C = — cos y cos o ^), 

wo wir — ' — =» 8 setzten, und außerdem gingen aus seiner 

Figur auch die 4 Delambreschen Gleichungen hervor, auf die wir 
noch weiter unten zu sprechen kommen. Da sich diese 8 Gleichungen 
aus zwei Figuren ergaben, von denen sich die eine auf Dreiecke mit 
Seiten und Winkeln unter 90®, die andere auf solche mit Seiten und 
Winkeln > 90° beziehen, so sind diese Formeln damit allgemein be- 
wiesen. Die ersten 4 dieser Gleichungen lassen noch vier Polar- 
formeln entstehen, und somit hat man ein System von 12 Funda- 
mentalgleichungen, die durch zyklische Yertauschung 36 Formeln 
liefern. Aus ihnen erhält man dann bloß durch Multiplikation und 
Division, sohin „ohne analytische Umwege", alle Relationen zwischen 
5 und 4 Dreiecksstücken, welche zur Auflösung der Eugeldreiecke 
erfordert werden und zur sofortigen logarithmischen Behandlung an- 
wendbar sind; von den gewöhnlichen Hauptsätzen leitet er überhaupt 
nur den Sinussatz aus seinem Formelsystem ab.') 



1) Journal für Math. X, 1838, 129—153. — 2) Die letzte schon bei 
Legendre, G^om^trie Note X. — 3)Schmeißerß Hauptformeln wurden um- 
gekehrt aus den gewöhnlichen Gleichungen abgeleitet von C allste, Nouv. Ann. 
Vin, 435 fiF. 
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Den originellen Gedanken Schmeißers^ ein neues System 
von praktisch verwendbaren Fundamental formein zu schaffen^ yer- 
folgte Karl Anton Bretschneider (1808—1878) weiter^), hielt 
aber die analytische Methode für die passendere, die nur in der rich- 
tigen Weise angewendet werden dürfe, wenn man auf natürlichem 
Wege zu den wichtigsten Formeln gelangen wolle. Zur Begrün- 
dung der Trigonometrie scheint ihm die Eoordinatenmethode am 
geeignetsten zu sein, da es durch sie allein gelingen könne, „Schärfe 
der Darstellung mit der nötigen Allgemeinheit zu vereinigend^ Von 
ihr ausgehend gelangt er zur allgemein gültigen Cosinusformel und 
wendet als alleiniges Prinzip zur weiteren Formelbildung die kor- 
respondierende Addition und Subtraktion an. Sie liefert ihm 
zunächst in bekannter Weise die Halbwinkelfonneln, aus denen die 

Gleichunir sin J. == . , . - und die polare Formel sin a == - . p . — y 

^ Bin 6 8in c ^ Bin B sin C 

(£ bedeutet )/sin s sin (s — a) sin (s — b) sin (s — c) und £' den polaren 
Ausdruck hierzu)*), hervorgehen, die dann leicht den Sinussatz liefern; 

m = -. — u. s. w. nennt er (p. 90) den Modulus des Dreiecks. 

sin a \r y 

„Dieser Modulus erscheint in den Relationen der sphärischen Trigono- 
metrie sehr häufig, wenn Funktionen der Winkel durch Funktionen 
der Seiten dividiert werden, und . vereinfacht weitläufige und zu- 
sammengesetzte Formeln oft auf eine merkwürdige Weise." Aus den 
Halbwinkelsätzen ergeben sich dann leicht 4 Formeln von der Gestalt 
B C 

cos — • COB — 

-. = ~ — , WOZU das Polardreieck weitere vier liefert, und 

ji Bin a' ' 

Bin- 

aus ihnen gewinnt man durch Addition und Subtraktion die De- 

lambreschen Gleichungen.') Diese werden jetzt abermals als ein 

System von Grundformeln angesehen, da sie elegante Beziehungen 

zwischen den 6 Stücken eines Dreiecks bieten, und die Methode der 

korrespondierenden Addition und Subtraktion fordert unmittelbar 

8 neue Formeln zutage, welche von der Form sind: 

. ^ _L B _L c — 180« . — A + B + 0+ 180<> . Ä 
sm - - - 4 sm - — '- 7 — - : sin - 

4 4 4 

= sin 5 sin (s — a) : cos y • 

Sie geben, wie Bretschneider sagt, die merkwürdigsten imd elegan- 
testen Formeln der sphärischen Trigonometrie: 



1) Journal für Mathematik XIII, 1886, 88 ff. — 2) Die Abkürzung s führt 
er übrigens nicht ein. — 3) Diese Ableitung hatte schon Buzengeiger 1818 
in Lindenaus Zeitschrift für Astronomie VI, 316 gegeben. 
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sin* -,- = 



8 . 8 — a . 8 — b . 8 — c 
sm -- sin — ,7 — sin — - — am — - — 
£2222 



4 a b c 

cos - coB — ■ cos -— 

2 2 2 



und 



8 s —a 8 — b 8 — c 

cos -— cos — - — cos — ^— COB — - — 

, € 2 2 2 2 

4 a b c ^ 

COS — cos — cos — 
2 2 2 

(e = Ä + B + C — 180®).*) Ein neues System von Fundamentalformeln 
ergibt sich durch Multiplikation je zweier Delambrescher Gleichungen, 
und abermalige Anwendung des erwähnten Umformungsprinzipes läßt 
weitere Relationen zwischen den sechs Stücken entstehen. Übrigens 
gibt Bretschneider auch für das ältere „weniger elegante" Formel- 
system eine neue Ableitung. Außerdem hebt er ausdrücklich hervor, 
und darin unterscheidet er sich von Schmeißer, daß seine Systeme 
nur eine theoretische Bedeutung haben, indem sie die zwischen den 
Winkel- und Seitenfunktionen eines Dreiecks stattfindenden Relationen 
kennen lehren, während für praktische Rechnungen auch nach seiner 
Ansicht die älteren Formeln größtenteils brauchbarer sind. 

Im Gegensatz zu Bretschneiders analytischem Standpunkt be- 
vorzugten Karl Friedrich Schulz*) (1828) und nach ihm Christoph 
öudermann^) (1835) den rein geometrischen, indem sie eine geo- 
metrische Sphärik schufen. Der letztere betrachtete die Berech- 
nung der rechtwinkligen und schiefwinkligen sphärischen Dreiecke 
gesondert, indem er die Formeln hierzu einzeln aus dem Trieder ab- 
leitete. „Diese Methode" sagte er, „ist die der Alten, ihre Vernach- 
lässigung rächt sich, ihre Förderung ist preiswürdig^'; weiter aber als 
die Alten ging er, indem er die Gültigkeit der Formeln durch ähn- 
liche Betrachtungen, wie sie Gauß angestellt hatte, auf Dreiecke, 
deren Elemente 90^ übersteigen, ausdehnte. Auf die zahlreichen Re- 
sultate des Buches werden wir weiter unten noch zurückkommen. 

Geringe Kenntnis der vorhandenen Literatur, namentlich der 
älteren, war bei den Mathematikern der ersten Hälfte des 19. Jahr- 
hunderts an der Tagesordnung; daher kam es, daß immer wieder 
Ableitungen, namentlich des Cosinussatzes, publiziert wurden, die sich 
mehr oder weniger mit schon vorhandenen deckten, höchstens waren 
sie etwas allgemeiner gefaßt. So erschien 1844 eine Ableitung des- 



1) Dieselben fanden wir schon bei Lex eil (S. 187). — 2) Die Spbärik 
oder die Geometrie der Kugelfläche, Leipzig 1828, 8°. — 3) Lehrbuch der nie- 
deren Sphärik, Münster 1835, 8^ 
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selben von C. T. Anger*) und 1861 eine solche von E. Schreder*), 
welche sich wenig von jener Lagranges nnterscheiden, Matzka gab 
1849 eine Ableitung*) der Hauptformeln aus einer Figur, deren sich 
schon Ferroni bedient hatte, wenn auch der erstere durch Benützung 
des Projektionssatzes für einen gebrochenen Linienzug seiner Dar- 
stellung ein allgemeineres Gepräge zu geben verstand. Derselben 
Methode bediente sich auch Duhamel^) in seinen Vorlesungen, und 
Frankes Ableitung (1851)*) stellt sich ebenfalls unmittelbar neben 
jene Matzkas. Grunert leitete 1851*) aus dem rechtwinkligen Drei- 
kant die Formeln sin 6 = sin a sin JB, cos JB = cos 6 sin c , cos a 
= cos b cos c und aus diesen alles Übrige durch Rechnung ab, ein 
Verfahren, das unter andern auch Schlömilch (1823—1901) in seiner 
bekannten „Geometrie des Maßes"') 1849 einschlug. 1851 veröflFent- 
lichte Giusto Bellavitis (1803 — 1880)®) eine graphische Ableitung 
der sphärischen Hauptformeln, die Christian Wiener (1826 — 1896) 
in sein Lehrbuch der darstellenden Geometrie (1884—1887) I, p. 113 
auftiahm, und J. J. Hemming schloß eine ebensolche 1872^) an eine 
von Fiedler (geb. 1832) 1863^®) gegebene geometrische Konstruktion 
der dreiseitigen Körperecke an. Auch Grunert gab 1855") eine 
Ableitung des Cosinussatzes aus dem Triedernetz, ähnlich jener Oppels, 
und 0. Werner veröffentlichte in demselben Jahre eine sehr ge- 
künstelte Ableitung der Formeln des sphärischen Dreiecks aus einem 
ebenen, das in einem bestimmten Zusammenhang mit dem sphä- 
rischen steht. 

Die stereographische Projektion war, wie wir wissen, früher 
schon vielfach zur Auflösung sphärischer Dreiecke benützt worden, 
doch scheint eine systematische Ableitimg aller Hauptformeln erst 
Paul Serret 1855 gegeben zu haben. ^^) Dieselbe zeichnet sich durch 
große Einfachheit und Eleganz aus und schließt auch die kompli- 
zierteren Formeln wie die Delambreschen und Neperschen in sich. 



1) Archiv für Mathem. V, 79. — 2) Ebenda XXXVII, 438—442. — 8) Ebenda 
Xni, 92—96. — 4) Veröffentlicht von Lemonnier in Nouv. Ann. IV, 1846, 606. 
— 6) Archiv für Mathem. XVII, 1861, 309—312. — 6) Archiv für Mathem. XVI, 
1861, 194 und XVU, 1861, 259. Grunerts Methode hat Wiegand zn einer 
BjstematiBchen Darstellnng verarbeitet: Grundzüge der sphärischen Trigonometrie, 
Halle 1863, P]ben80 Gent: Programm der Ritterakademie zu Liegnitz 1853. — 
7) 2. Tl. 164—166. — 8) Lezioni di Geometria deacrittiva, Padova 1851, 43. — 
9) Zeitschr. für Math, und Phya. XVU, 169. — 10) Ebenda Vm, 428. — 11) Archiv 
für Mathem. XXV, 1856, 226—226. Daran anschließend gab ünferdinger 
ebenda in Bnd. XXVI, 1866, 436 — 442 eine Ableitung der Halbwinkelformeln. — 
12) Des m^thodes en G^om^trie, Paris 1865, 8^, Kap. 26, auch mitgeteilt von 
Grunert im Archiv für Mathem. XXXIX, 1862, 318—332. 
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Die wichtigsten Arbeiten aber inbezng auf die Begründung der 
sphärischen Trigonometrie, welche zugleich die Bedeutung ihrer Formeln 
für Winkel und Seiten kleiner als 2n zu voller Allgemeinheit 
erhoben, gehören dem uns schon bekannten Möbius an. Schon 1846 
veröffentlichte derselbe eine Abhandlung ,,Über eine neue Behandlungs- 
weise der analytischen Sphärik"^), worin er die in seinem baryzen- 
trischen Kalkül eingefahrte Methode zur Ableitung der sphärischen 
HauptformeLn anwandte. Sein Verfahren beruht auf folgendem äußerst 
allgemeinen Satze: ,,Sind drei in einem Hauptkreis liegende Punkte 
Ä, Bj F gegeben, von denen keiner mit dem andern identisch oder 
dessen Gegenpunkt ist, so lassen sich drei in solchen Verhältnissen 
zu einander stehende Zahlen a, h, p finden, daß für jeden Ort eines 
vierten Punktes V der Kugelfläche stets a cos {VA) + h cos {VB) 
==j) cos (FP) ist/' „Ferner sind dann die nur auf eine Weise be- 
stimmbaren Verhältnisse a:b :p den Verhältnissen zwischen den Seiten 
eines Dreiecks FGH gleich, dessen Winkel von den zwischen 
Äy Bj P begriffenen Bögen gemessen werden, also muß sein: 
a : 6 :|) = sin PB : sin^P : sin^JB, und somit besteht die Gleichung:*) 
sin (PB) cos (VA) + sin (AP) cos {VB) - sin (AB) cos {VPy, 

für die mit Weglassung von 
cos V symbolisch geschrieben 
wird: sinP^-^ + sin ^P-P 
= sin ABP—¥^AB^90^ 
wird dann speziell P= sin PB- A 
+ BmAPB. 

Nun konstruiert Möbius 
folgende Figur auf der Kugel- 
fläche bestehend aus lauter 
größten Kreisen: a, ß, y seien 
bezüglich die Hauptkreise durch 
die Punkte B und C, C und 
A, A und B\ die positive Zäh- 
lungsrichtung dieser drei Kreise 
werde willkürlich bestimmt 
(Pfeilrichtung in Fig. 37), dann 
y arc BL = 90®, legt durch 

1) Abhandl. der sächs. Geaellsch. der Wiss. in Leipzig 1846, 46—86; 
Werke von Möbius II, 1—69. — 2) Diese Grleichung findet sich, wenn auch 
nicht in solcher Allgemeinheit, bereits bei Carnot, Göom^trie de position 
Nr. 344, 404. — Schulz hat sie dann in seiner Sphärik 11, 49 etwas verallge- 
meinert, und Möbius teilte sie in obiger Form schon 1839 in einer Vorlesung 
mit (Baltzer, Elemente der Mathematik, 5. Aufl. 11, 333, Anmerk.). R«in geo- 
metrisch begründet hat sie Baltzer a. a. 0. 




Fig. 87. 



nimmt man in a arc BK = 90*^, in 
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K und L einen Hauptkreis, bestimmt willkürlich dessen positive 
Richtung und macht KA^ ^ LC^^ 90®, dann sind A^ und C^ Pole 
von a und y, und zwar gleichnamige, d. h. auf derselben Seite 
(rechts oder links) fiir einen in positiver Richtung den Haupt- 
kreis durchlaufenden Beobachter gelegen.^) Macht man dami in 
a arc CM = 9(y>, in ß arc CN = 90^ und verbindet M mit N 
durch einen Hauptkreis, so wird dieser die Pole von a, deren einer 
A^ ist, und von ß enthalten. Man bestimme die positive Richtung 
von MN so, daß MA^ = 90<> (nicht = 270®) ist, und nehme NB^ - 90®, 
so sind Ai und B^ gleichnamige Pole von « und ß, also -4^, JB^, C^ 
gleichnamige Pole von a, /3, y, und somit auch A, B, C die Pole 
von Äj, auf welchem B^C^, von /S^, auf welchem A^C^, und von yj, 
auf dem -^j^i liegt. Die Wahl der positiven Richtung von «, ß, y, /S^ 
war also willkürlich, während die der andern Kreise so festgesetzt 
wurde, daß die drei Punkte je eines der beiden Systeme A, JB, C 
und A^, jBi, Cj gleichnamige Pole der drei Kreise des andern 
Systems sind. 

Der oben mitgeteilte Satz gibt nun die Relationen zwischen den 
6 Bögen BC'^a, CA ^h,AB^ c, B^C^ = a^y C^A^^\, A^B^=^(^. 
Da nämlich BL = CJS = KA^ = MA^ == 90® ist, und in diesen 4 Bögen 
resp. die Punkte A, A^j L, N liegen, so erhält man: 

^ - cos JB^ . JB + sin JB^ • i, ^ = cos C^ • (7 + sin C^ . iV^ 
und 
L = cos JTi . ^^4 sin JfL . A^, JV'- cos MN-M-^- sin MN - A^. 
Es ist aber BA = 360® - c, CA^ 6, KL =^A^C^^ 360® - \, 
MN^A^B^^c^, 

Vergleicht man die beiden Gleichungen für A^ nachdem man diese 
Werte eingeführt hat, und setzt dann die Werte von L und N aus 
den letzten zwei Formeln ein, so erhält man folgende Grundformel, 
aus der sich die gesuchten Relationen mit Leichtigkeit ergeben: 
cos c • JB — cos & • C =» sin c cos &! • JST + sin 6 cos Ci • Jf 
+ (sin 6 sin q — sin c sin i^ • A^ . 
Da nämlich JB, C, JT, M in einem Hauptkreis liegen, A^ aber nicht, 
so muß sein Koeffizient verschwinden, woraus (I) sin h sin q 
= sine sin \ folgt. Die übrigbleibende Relation gibt, für das implizite 
in ihr enthaltene V einmal B, dann K gesetzt (wegen BK ^ 90®), 
die zwei Gleichungen cos c — cos b cos a = — sin & sin a cos (\ und 



1) Die Notwendigkeit, „gleichliegende'* Pole zu wählen, betonte schon 
Gauß in den Disquisitiones gen. circa superficies curvas 1827, 2, VI, Werke 
IV, 221. 
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(n) — cos 6 sin a = ßin c cos ft^ + sin b cos c^ cos a, oder wenn man hier 
statt sin c seinen Wert aus (I) einführt: — sin a ctg b = sin c^ ctg b^ 
+ cos c^ cos a (m), und da es noch gestattet ist a,by c mit a^, b^, c^ 
zu vertauschen, so folgt aus (II) weiter cos c^ — cos \ cos a^ 
= — sin &! cos c sin a^ (IV). a^, b^, c^ sind aber gleich den nach 
einerlei Seite gezählten Winkeln (ßy), (ycc), (ccß), wodurch das 
System A^, B^, C^ ganz außer acht bleibt. Führt man nun noch 
einen Drehungssinn derart ein, daß der Winkel zweier Bögen der 
Winkel zwischen ihren positiven Richtungen vom Schnittpunkte ge- 
rechnet ist^), so folgt: a^ + -4 = 180® u. s. w., und die obigen vier 
Gleichungen gehen leicht in die bekannten Formebi über. „Hiermit 
sind dann diese Gleichungen in völliger Allgemeinheit und damit auch 
für den Fall als richtig nachgewiesen, wenn die Bögen oder Winkel 
zwischen 180« und 360« faUende Werte haben.« 

Mob ins' Beweis stützte sich auf den angefahrten Satz, dessen 
allgemeine Richtigkeit sich ihm aus einem dem baryzentrischen Kalkül 
ähnlichen Algorithmus ergeben hatte. Es mußte aber natürlich auch 
eine rein elementare Begründung der Hauptformeln in derselben 
Allgemeinheit möglich sein, und diese hat Möbius in einer zweiten 
Abhandlung aus dem Jahre 1860 geleistet') und damit eigentlich erst 
den Untersuchungen über den Gültigkeitsbereich der tri- 
gonometrischen Formeln für einen genügend allgemeinen 
Begriff des sphärischen Dreiecks den wünschenswerten Ab- 
schluß gebracht. 

Legt man den Winkeln und Seiten eines solchen Dreiecks keine 
weitere Beschränkung auf, so hat nach Möbius jede Aufgabe der 
sphärischen Trigonometrie an sich zwei Lösungen; z. B. wenn a, 6, C 
gegeben ist, so kann c und 360*^ — c genommen werden. Um diese 
Fälle zu trennen, führt er wie früher sowohl einen Zählungssinn 
für die Bögen, als einen Drehungssinn für die Winkel ein, indem 
er beides auf das genaueste präzisiert. Dann stellt er folgenden ganz 
allgemeinen Satz auf: „Hat man drei Gerade a, ß, y im Räume, die 
sich in schneiden, und ist Ebene {ßy) senkrecht Ebene (ya), ist 
femer G ein beliebiger Punkt in. ß, F die rechtwinklige Projektion 
von G auf a und H die auf y, so ist mit Berücksichtigung der 
Zeichen, welche den Abschnitten OF und OG zufolge den Rich- 
tungen von a und ß zukommen, das Verhältnis OF : OG ^ cos (aß) 
= cos (ß a), weil mit Änderung des Sinnes der Drehung das Verhältnis 
der Abschnitte sich nicht ändert. Femer ist OF : OH = cob (ay), 

1) Gauß a. a. 0. 2, VI, Opera IV, 221. — 2) Entwicklung der Grund- 
formeln der sphärischen Trigonometrie in größtmöglicher Allgemeinheit. Leipziger 
Berichte 1860, XII, 61—64; Werke U, 73—88. — 
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0H\ OG = cos (y/3), mithin cos (ay) • cos (yß) = cos (a/3)." Wird 
nnn eine um als Mittelpunkt beschriebene Kugelfläche Ton cc, ßy y 
(diese in positiver Richtung gezählt) in Ä, B, C getroffen, dann ist 
cos -4.1?== cos (a/J), cos -4(7= cos (ay), cob CB ^ cos (ßy), also 
cos -4C • cos ÜB = cos AB, Aus dieser Hauptgleichung werden jetzt 
sämtliche 6 Formeln des rechtwinkligen sphärischen Dreiecks mittelst 
der alten Methode der Ergänzung zum Quadranten abgeleitet und aus 
ihnen der Sinus- und Cosinussatz für schiefwinklige Dreiecke.^) Hier- 
auf folgt die Einführung des Polardreiecks, d. h. des Systems der drei 
Pole ähnlich wie in der ersten Abhandlung von Möbius, und mit 
Hilfe desselben findet er den Cosinussatz fUr die Winkel und dann 
die Cotangentenformel durch Rechnung. 

Nun werden diese für ein System von drei Punkten und die sie 
verbindenden Bögen bestehenden allgemeinen Formeln für den Fall 
eines eigentlichen sphärischen Dreiecks benützt. Die Bestimmung des 
Richtungssinnes eines Hauptkreisbogens wird hier dadurch vertreten, 
daß man angibt, welcher von den beiden durch die Punkte B und C 
bestimmten Bögen in Betracht gezogen werden 
soll. Wird z. B. die Peripherie des Dreiecks 
in der Pfeilrichtung in Fig. 38 durchlaufen, 
so ist OB =* a, ÄC = b, BA = c, nicht etwa 
360° — BC = a u. s. w.zu setzen. Um den Sinn 
der Winkel festzulegen, durchgehe man 
diese Peripherie auf der äußeren Kugelseite, nenne die Seite jedes der 
drei Bögen, welche hierbei zur Rechten (Linken) bleibt, die innere 
(äußere) und verstehe unter dem innem (äußern) Winkel bei A den- 
jenigen, innerhalb dessen die innem (äußern) Seiten seiner zwei 
Schenkel AB und AC fallen; gleichnamige Winkel sind dann die 
drei innem oder die drei äußern.^) Unter diesen Voraussetzungen 
gelten jene Hauptformeln für alle Dreiecke mit Seiten und 
Winkeln zwischen 0° und 360°. 

Mob ins' Verallgemeinerung beruhte auf der Einführung imd 
konsequenten Festhaltung des schon von 6auß als notwendig er- 
kannten Richtungs- und Drehungssinnes. Desselben Mittels bediente 




1) Etwas einfacher in der Ausdracksweise , aber sonst ganz gleich ist 
Baltzers Darstellung: Elemente n, 314. — 
2) Durchläuft man z. B. die Peripherie 
des Dreiecks ABC in Fig. 39 in der punk- 
tierten Linie, und i8t^5>180^ ÄC>1S0\ 
BC < 180^ dann ist < A hohl, < J5 und 
<^ C sind erhaben und diese drei Winkel 
sind gleichnamig. Fig. 39. 
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sich erheblich später, 1870, Otto Stolz (geb. 1842), Professor der 
Mathematik in Innsbruck, um eine exakte Ableitung der trigono- 
metrischen Formeln aus der analytischen Geometrie zu erzielen.^) 
Zu diesem Zwecke orientierte er das zugrundegelegte rechtwinkige 
Koordinatensystem genau, führte einen positiven Drehungs- und Rich- 
tungssinn ein, definierte den Winkel zweier Ebenen durch den Winkel 

der positiven Normalen zu ihnen und bestimmte dann die Cosinus 

/% /% ^ 
der Neigungswinkel, ab, bc, ca dreier vom Koordinatenanfangspunkt 

ausgehender positiver Richtungen a, 6, c durch die Neigungscosinus 
dieser Richtungen. Desgleichen wurden die Cosinus der Winkel der 
drei Ebenen Oaby ObCy Oca durch die Neigungscosinus ihrer Nor- 
malen ^, a, ß dargestellt. Die Elimination dieser Hilfsgrößen gab 



dann die Formel (I) cos ya sin ab Binbc 



und die 



cos ab, cos ca 

1 , cos 6 c j 
beiden hieraus durch zyklische Vertauschung hervorgehenden. Aus 

diesen Formebi erhält man weiter (II) sin ca sin ab sin /3y = tf )/P, 
1, cos ab, cos ca 



±1, p= 



COS ab, 1, cos bc 
cos ca, cos bc, 1 



(Zur Bestimmung von 6 wird 



eine Regel angegeben.) Eine Kugel mit dem Radius 1 um wird 

/^ 
von den Richtungen a, b, c in A, B, C getroffen, und es ist bc^BC, 
/\ /% , 

ca== CA, ab ^ AB, jeder Bogen von dem zuerst geschriebenen Eck- 
punkte des Dreiecks in positiver Richtung gezählt; werden diese 

/^ y^ /\ 

Richtungen mit a, b, c bezeichnet, so findet man ßy, ya, aß bezüg- 

/^ /^ /^ 
lieh gleich bc, ca, ab, wenn diese Winkel an der Außenseite der 

Kugel im positiven Drehungssinne abgelesen werden. 

Aus der vollständigen Symmetrie der rechten Seite der Gleichung 

(II) inbezug auf die Seiten und Winkel des Dreiecks folgt dann nach 

Einführung der obigen Seiten und Winkel: 

/N /\ /^ 

sin bc _ Bin ca _ ain ab __ ayP 



sin BC sin CA sin AB sin BC sin CA sin AB^ 

und femer geht (I) über in sin ^5 sin BC sin ca = cos AB cob BC 
— cos CA (und ihre zyklisch verwandten Gleichungen). Damit*) sind 

1) Zeitschrift für Mathem. und Phys. XVI, 1871, 168—178. — 2) Sollen die 
Formeln die gebräuchliche Gestalt annehmen, so hat man noch BC = a, CA=^b^ 

AB ^ c, bc = 180<> + ^, CO = 180« If 5, ah =^ 180° q: C zu setzen, indem 
man Möbius' oben angeführte Regel beachtet. 
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die beiden Fnndamentalformeln in vollster Allgemeinheit gewonnen^ 
und die übrigen lassen sich aus ihnen durch algebraische Opera- 
tionen ableiten^ was noch gezeigt wird. 

Von einem andern Gesichtspunkte ausgehend hat in der neuesten 
Zeit (1895) der Italiener J. Angelitti die allgemeine Begründung der 
trigonometrischen Formeln versucht, indem er an jene von uns S. 178 
teilweise mitgeteilte Bemerkung von Gauß anknüpfte, die jener mit den 
Worten schloß, man könne auch durch eine AuMhlung aller Einzel- 
fälle, also durch eine Art Induktion, zu dem gewünschten Resultat 
gelangen. Angelitti nimmt diese erschöpfende Abzahlung vor, in- 
dem er die sphärischen Dreiecke in 8 Erlassen einteilt, deren eine 
Hälfte die Dreiecke mit aufgelöstem Perimeter, die andere die 
Dreiecke mit verflochtenem Umfang enthält. Im ersten Falle 
unterscheidet er Dreiecke, deren Seiten und Winkel < % sind, femer 
Dreiecke, welche nur Seiten < % haben, Dreiecke mit zwei Seiten 
und dem eingeschlossenen Winkel < % und endlich solche, bei denen 
zwei Seiten < %^ der eingeschlossene Winkel aber > ii ist. Die zweite 
Hälfte bilden die Dreiecke mit zwei Seiten > % und dem ein- 
geschlossenen Winkel < mr, femer jene mit 2 Seiten und dem Zwischen- 
winkel > Ä, dann jene, in welchen die Seiten > % und die Winkel 
< % sind, und endlich die Dreiecke mit Seiten und Winkeln > it. 
Auf aUe diese Fälle werden die Hauptformeln der Trigonometrie aus- 
gedehnt, imd zum Schlüsse wird die Verwendbarkeit der so ge- 
wonnenen allgemein gültigen Gleichungen an einer Aufgabe der 
„Theoria motus" nachgewiesen.^) 

Auch vom Standpunkte der Invariantentheorie wurde eine 
Ableitung der sphärischen Hauptformeln versucht, die ein allgemeines 
Interesse beanspruchen darf. Kyparissos Stephanos, Professor in 
Athen (geb. 1857), schlug hierbei folgenden Weg ein.*) Ausgehend 
von der Auffassung, daß man einerseits die metrischen Beziehungen 
der Figuren als projektivische Eigenschaften derselben inbezug auf 
den unendlich fernen imaginären Kugelkreis ansehen kann, während 
andererseits die Gleichungen der sphärischen Trigonometrie auf die 
Relationen zwischen den Seiten eines sphärischen Dreiecks und seines 
Polardreiecks hinauskommen, kami man das Problem der Kugel- 
trigonometrie auf die Bestimmung der Relationen zwischen den an- 
harmonischen Verhältnissen zurückführen, die durch einen Kegel- 
schnitt auf den Seiten zweier Dreiecke bestimmt werden, von denen 



1) Vgl. das Referat über die in den Atti dell' Accademia Pontoniana 1895 
erschienene Abhandlung Angelittis in der Fortschritten der Mathematik XXVI, 
681—582. — 2) Bull, de la Soci^t^ Math^m. de France 1882, X, 134—137. 
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das eine reziprok polar zu dem andern ist Sind nun a, ß, y die 
Seiten eines sphärischen Dreiecks und X, fi, v die seines Polardreiecks^ 
und treffen die Ebenen durch den Kugehnittelpunkt und diese Seiten 
die unendlich ferne Ebene bezüglich in a, h, c; l, w, w, während 
der imaginäre Eugelkreis die Seiten der Dreiecke ahc^ Imn respektive 
in den Punktepaaren aj = a^x^ + 2a^x^x^ + a^x^y bj, c/ und in 
IJ, mj, nj schneidet, so entsprechen die Fundamentalformeln der 
sphärischen Trigonometrie den Relationen^ welche die simultanen In- 
varianten des Systems der drei binären Formen aj, bj^ cj mit dem 
kovarianten System ^3.* = (6c) 63:^3. =»(?>o^^^i0^i^ + (^o^~"^8^)^i^8 
+ (^1^« ~" ^2^) ^2^ "^x^ =" (^^) ^«^x7 %^ "^ (^6) ^xK verbinden. Die 
Invarianten des ersten Systems sind aber in der bekannten symbo- 
lischen Bezeichnimgsweise von Clebsch D^^ = (aa')', Dj^ = (&fc')^ 
As = {ccj, D^-Q)c)\ D^^ = {ca)\ I)^, = {aby und B^i:±a^b,c^', 
bezeichnet man die entsprechenden Invarianten des zweiten Systems 
mit d^J^, r, so liefert der angeführte Zusammenhang beider Systeme 
unmittelbar Relationen zwischen den D^^ und den d^^. (r =^ R^), und 
wenn man in diese endlich die Werte cos a = Djj : "j/Djg Djg , 

cos /J = 2)31:1/2)88 Dil, cos y = A2 : VÄi A2; sin a = yä^ : VD^D^ 
u. s. w. und die entsprechenden für cos A, cos fi, cos v in den rf^.^ 
einführt, geben sie unmittelbar die gesuchten Fundamentalformeln. 
So liefert z.B. die Beziehung d^^ == J (DigDji ~" Ai As) ^®^ Cosinus- 
satz für die Seiten.^) 



§ 3. Systematischer Ausbau der trigonometrisohen Formeln. 

Am Ende des 18. Jahrhunderts war man so ziemlich im Besitze 
aller für praktische Zwecke notwendiger oder nützlicher Formeln; 
was also in der Folgezeit hinzukam, diente weniger der Anwendung 
als dem Ausbau der Trigonometrie nach der theoretischen Seite hin. 
So hatte selbst Delambre, der praktische Astronom, die letztere 
Richtung im Auge, als er 1807^) die bekannten, nach ihm zu be- 
nennenden Relationen zwischen den 6 Stücken eines sphärischen Drei- 



1) Vgl. hierzu: Felix Klein, Über die hypergeometrische Funktion, Vor- 
lesung, Winter 1893/94. Ausgearbeitet von E. Ritter, Göttingen 1894. — 
2) In Connaissance de temps für 1809, 446, publiziert im April 1807, daselbst 

gab er auch noch die Formeln sin b cos — ^^ cos — - — = sin (a + c) sin - 

und sin h sin — - — sin — ^ — = sin (c — a) cos* — . — Über die Geschichte der 

Delambreschen Formeln siehe Todhunter in The London, Edinburgh and 
Dublin Philosoph. Magazine XLV, Serie 4, 1873, 98. 
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ecks gab; die dann ein Jahr darauf auch MoUweide^) und 1809 
6auß') ebenfalls entwickelten. 

Der letztere glaubte allerdings in ihrer rechnerischen Verwendung 
gegenüber den Neperschen Analogieen Vorteile zu erblicken und hat 
sie daher vielfach benützt, Delambre dagegen bestritt diese Ansicht.^) 
Vom geschichtlichen Standpunkt bieten die Formeln insofern Interesse, 
als sie nach Cagnolis bekannter Relation (S. 141) die ersten Formeln 
sind, die für alle 6 Dreiecksstücke angegeben wurden. Delambre 
hatte sie zuerst ohne Beweis veröffentlicht, dann aber in seiner 
Astronomie 1814 sowohl eine analytische als auch eine geometrische 
Ableitung derselben gegeben*), während Mollweide sie nur rech- 
nerisch begründete, wie auch die beiden unrechtmäßigerweise nach 
ihm benannten Gleichungen der ebenen Trigonometrie. Als die Be- 



1) In Zach 8 Monatliche Correspondenz XYIII, 1808, 894, ein nnd ein halbes 
Jahr nach Delambre, jedoch ist sein Beweis der erste, der publiziert wurde. — 
2) In „Theoria motus corporum coelestium" 1809, Nr. 64. Ein Beweis, den 
6a aß in seinen Vorlesungen mitteilte, soll bei Wittstein, Lehrbuch der 
Elementarmathematik n, 1862 stehen. Im VIII. B. seiner Werke 289—291 ist 
ein solcher angegeben, den er in einem Briefe vom 18. Februar 1816 G erlin g 
mitteilte. Darin entwickelt er aus den 6 Hauptgleichungen der sphärischen 
Trigonometrie zunächst die Eelationen 1) P§=»g«, 2) BS = pr^ 3) PÄ= gr, 

4) QE=^p8, 6) PE^pq, 6) QS^rs, wo P = cos y cos — "^ , 

§ = cos — Bin — - , Ä = sin y cos ^ , Ä « sin y sm — ^ ; 

a B + C a . B+ C . a B — O 

P = cos y cos — ^ , 2 = cos y sm — ^ , r =- sm y cos -y — , 

« = sin — sin — - — . Es folgt dann aus — - — == — — — — - — P' = g% 
2 2 6 4 2 

und hieraus notwendig P =: -j- gr, „insofern man nur Dreiecke betrachtet, wo 
Seiten und Winkel nicht über 180^ hinausgehen". Dann hat man ohne weiteres 
Q ^=^ ^ s^ ■B^+l'i 'S^^ + ^i welches zusammen die vier gewünschten Sätze 
sind. In Gauß' Werken YII, 282 steht eine handschriftliche Bemerkung, in 
welcher noch eine andere ähnliche Formelgruppe angegeben ist. Bezüglich der 
Zeichenbestimmung siehe Study, Abhandl. der sächs. Gesellsch. d. W. XX. 
1893, 128, Anm. 2. — 3) Gonnaissance de temps für 1812, 349. — 4) A. a. 0. 
160 — 163 und 166. Auch gibt er eine geometrische Ableitung der Neperschen 
Analogieen, 188, die Gerono in Nouv. Ann. U, 1843, 222 etwas vereinfacht hat. 
Übrigens hatte schon Mollweide 1809 in Zachs Monatliche Correspondenz 
XIX, 426 eine Ableitung dieser Analogieen mittelst stereographischer Projektion 
gegeben und später (1865) gab J. A. Serret eine ebensolche: Des m^thodes en 
Geometrie. Chap. 26. Analytische Ableitungen wurden natürlich in großer An- 
zahl veröffentlicht, einfach ist die von Wallace, Cambridge and Dublin math. 
Journal 1843, 96 gegebene. Delambres geometrische Ableitung wurde später 
wieder von Crofton als neu mitgeteilt: Proceedings of the London math. 
Society III, 1871, 13. 

T. Brftunmühl, Geicbiohte der Trigonometrie, n. 13 
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lationen einmal bekannt waren^ folgten Beweise in großer Menge und 
von den verschiedensten Gesichtspunkten ausgehend nach^ die sich 
auch yielfach ganz oder zum Teile wiederholten. Ohne uns hier auf 
Einzelheiten einlassen zu können ^ führen wir unten die Literatur 
hierüber in der Hauptsache an.^) 

Außer Gagnolis und Delambres Gleichungen zwischen den 
6 Stücken eines sphärischen Dreiecks wurden damals noch einige 
andere aufgefunden. So hinterließ Gauß in einer handschriftlichen 
Bemerkung^) die wichtigen Beziehungen: 

sin Ä sin b sine ^ sin B sine sin a » sin C sin a sin 6 
= — 4 COS iS cos Y cos ^ cos y = 4 cos (o — A) cos y sm y s^^^ y 

= 4 cos (S — jB) sin y cos y sin y = 4 cos (S — C) sin y sin y cos y 

= 4 ctg r sin ~ sin y sin ^ = 4 cos r sin a sin y sin y =» u. s. w., 

wo a, ß, y die Winkel des ebenen Dreiecks ABG sind und r der 
sphärische Radius des dem Dreieck umschriebenen Kreises ist. — Aus 
diesen Gleichungen, die in enger Beziehung zu denen von Schmeißer 
stehen (S. 182), hat Gauß die Delambreschen Gleichungen ab- 
geleitet. Auch sind die Polarformen der hier vorkommenden Pro- 
dukte bis auf den Faktor 2 dieselben, welche später Staudt unter 



1) Servois Annales de Mathäm. II, 1811, 84—88 (Ableitung aus den beiden 
Cosinasformeln). — Gergonne ebenda m, 1812, S48 (wohl die eleganteste rech- 
nerische Ableitung aus dem Additionstheorem nnd den Halbwinkelsätzen). 
Sorlin ebenda XY, 1825, 283 (wenig verschieden von der vorigen). Buzen- 
geiger, Lindenaus Zeitschrift für Astr. VI, 1818, 316 und Bretschneider, 
Journal für Mathem. XITT, 88 haben den gleichen Beweis. Sniadecki, Sphä- 
rische Trigonometrie, deutsch 1828 von Feldt, und Fei dt selbst in Journal für 
Mathem. YII, 1831, 68. Moth gewann sie 1829 aus seinen umfassenden Formel- 
systemen (S. 180, Anm. 2). Vgl. femer Schmeißer, Journal für Mathem. X, 
1886, 129. Grelle, ebenda XII, 1834, 348. Gudermann, Sphärik 1835, 96 (wenig 
verschieden von Delambres geometrischem Beweis, den Crofton reproduzierte). 
Paucker (eleganter geometrischer Beweis) in: die Gaußschen Gleichungen etc., 
Milau,1844. Puissant, Geodäsie 1842, 86. F. Arndt, Archiv für Mathem. Xm, 159. 
Gruuert, ebenda XVII, 259. Essen, Archiv für Mathem. XXYII, 38 (diesen 
geometrischen Beweis hat Baltzer in seine Elemente aufgenommen, Aufl. von 
1878, 320). Unferdinger (rechnerische Ableitung), Archiv für Mathem. XXYI, 
436 und XXYII, 300. Chartres, Nature 40, 1889, 644 (kurzer Beweis aus den 
Neperschen Analogieen). Durege, Theorie der elliptischen Funktionen, Leipzig 
1868, 122 — 124, Ableitung aus dem Additionstheorem dieser Funktionen. — 
2) Opera IV, 404. Gauß schreibt statt 2Ä =- Jl -f -B + C. 
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dem Namen ^^ckensinus^^ einführte^) und die Junghann zur Grund- 
lage seiner „Tetraedrometrie" Gotha 1862/63 machte. Gauß bemerkte 
auch schon^ daß durch sie der sechsfache Inhalt der Pyramide gegeben 
ist, deren Ecken die drei Winkelpunkte des Dreiecks und der Mittel- 
punkt der Engel bilden. 

Delambre gab noch die neue Relation zwischen den 6 Stücken 
des Dreiecks: 
sin C sin c == (tg B cos Ä + sinÄ cos c) (tg a cos 6 — sin 6 cos C)*), 
Gudermann, Bretschneider und andere leiteten aus den Halb- 
winkelsatzen leicht zu erhaltende Beziehungen ab, und Moth, der 
1829 aus seinen Relationen wohl das vollständigste System von 
Formeln gewonnen hatte, gab die Gleichungen zwischen den Funk- 
tionen der vierten TeUe der Winkel und Seiten. Grunert*) teilte 
1853 die Formel 

flin (& — c) • -4 , Bin (c — a) « J5 , ain (a — b) , C ^^ 

— ^^ COS*— -\ v^ — ^ cos* -^ -\ \ cos* 1, = 

Bin a 2 ' am & 2 sm c 2 

mit; und endlich erhielt J. A. Serret in seinem Trait^ de trigono- 
metrie (4. Aufl. 1868) aus den Delambreschen Gleichungen durch 
korrespondierende Addition und Subtraktion vier Relationen von dem 

Typus tg* ~j- = tg — ^ tg —-^ tg — ^ . tg — j— , wo Ä + B 
= 180*» + S, a + h^ 1800 + s, Ä- B ^ D, a -b ^ d ist*) 

Boten die angeführten Gleichungen hauptsächlich nach der theo- 
retischen Seite hin Interesse, so war die elegante Formel, welche 
L'Huilier nach Angabe Legendres^) zur Berechnung des sphärischen 
Exzesses aus den drei Dreiecksseiten zuerst aufstellte, und die jetzt 
allgemein seinen Namen erhalten hat, auch von praktischer Bedeu- 
tung. Auch diese Relation: tg y = 1/tg ^ tg —y~ tg T tg ^"7" ^ 
wurde nachher unzähligemale abgeleitet und bewiesen.^) Die eleganteste 



1) Journal für Mathem. XXTV, 1842, 252 und Nr. 8, 266—266. — 
2) Astronomie I, 165. — 3) Archiv für Mathem. XX, 478. — 4) Die anderen 

drei ähnlichen Formeln drücken tg* — ^^ und tg* (46® -| t~) ^^^ 

(p. 166). — Zu ganz ähnlichen Relationen gelangte A. Ziegler 1870, Archiv für 
Mathem. LV, 1873, 221—224. — 6) G^omätrie. Note 10. Eine viel kompli- 
ziertere Relation zwischen £ und den drei Dreiecksseiten hat Armand Hue 
1861 in Nouv. Ann. X, 26 — 27 gegeben, und Grunert bewies dieselbe im Archiv 
für Mathem. XVI, 483. — 6) Vgl. z. B. Legendre a. a. 0., Gudermann in 
seiner Sphärik 1886, 121, Moth in seinen Relationen 1829, 22 Nr. 28, Lobatto, 
Archiv für Mathem. XXXIX, 1862, 240, Gent, Programm der Ritterakademie zu 
Liegnitz, Ostern 1868, auch Archiv XX, 368, E. Bacaloglo, ebenda XXXVIII, 
1862, 220—224 mit Bemerkungen von Grunert, femer Serret, „Des m^thodes 

13* 
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rechnerische Ahleitung ist die von Lohatto herstammende^ der sie 
aus zwei der Delambreschen Gleichnngen durch korrespondierende 
Addition und Subtraktion erhielt, die einfachste geometrische aber 
jene, die Serret mit stereographischer Projektion gab. 
Weniger brauchbar ist die Formel 

ja, « ^ I * c 

. A + B + c '^ Y+«"' T+'^ Y-' 

«"^ -^^^ ; — ä — 6 — -c — 

2 coB — - cofl -— cos ^ 
2 2 2 

und die entsprechenden für sin — ~^-\ ^- s* w-; ^® ^^^ ^^ 

Qudermanns Sphärik finden. Dieses Werk dürfte übrigens nach 
Delambres Astronomie von 1814 die reichhaltigste Formelsammlung 
enthalten, die in der ersten Hälfte des vergangenen Jahrhunderts er- 
schien. Wir erwähnten schon früher, daß sich Gudermann die Auf- 
gabe gestellt hatte, sein Formelsystem möglichst geometrisch zu ent- 
wickeln, und darin zeigte er auch in der Tat eine erstaunliche 
Gewandtheit. Dennoch verschmähte er auch die algebraische Formel- 
kombination sowenig wie Delambre, und gelangte so zu einer Menge 

en g<5omätrie" 1865, Werner, Zeitschrift für Mathem. und Phys. VI, 1861, 
146—149, Ligowski, Archiv für Mathem. LVIII, 96 — der Ableitungen in den 
Lehrbüchern nicht zu gedenken. Die L'Huiliersche Formel ist übrigens nur 
ein spezieller Fall der von L exe 11 für das sphärische Viereck bereits abgelei- 
teten: Acta Acad. Petrop. 1782 pars 1, 88 (siehe S. 137). In dem oben 
erwähnten Trait^ de Trigonometrie 160—161 hat Serret zur L'Huilierschen 
Formel noch folgende Ergänzimgen gegeben: 



. (A k\ ~i/ . s , 8 — a, 8 — b , 8 — c . 



und 



«»i-i/"*i*(f-:)*(f-i)*(i-o 



und die analogen für ctg -— — etc. Übrigens stehen diese Formeln in etwas 

anderer Gestalt auch schon bei Moth (Nr. 23). Casey hat vorgeschlagen, den 
Ausdruck 



L = |/ctg y tg *^ ^ . tg - — tg 



s 



„L'huilierian" zu nennen, -%ir eiche Bezeichnung auch in Todhunters „Spherical 
Trigonometry", neueste Aufl. 1901, 102, Eingang gefunden hat. — Die symmetrische 
Bezeichnung, womit diese „L*Huilierschen Formeln^^ ihre eleganteste Gestalt 
annehmen, findet sich bei Study, Abhandl. der k. Sächsischen Gesellsch. der 
W. XX, 1893, 130, fliehe weiter unten. 
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teilweise neuer Relationen. So z. B. gab er die Beziehungen zwischen 
den Umfangen und Inhalten eines sphärischen Dreiecks und seiner 
drei Nebendreiecke ^), die Beziehungen der Seiten oder Winkel, des 
TTmfanges und der Flache eines Dreiecks zu den Radien der diesem 
und seinen Nebendreiecken umschriebenen oder eingeschriebenen 
Kreise u. s. w. Gudermanns Formelsysteme hat dann später Franz 
ünferdinger^) (1833 — 1890) in mehreren Abhandlungen teils ver- 
Yollständigt, teils durch neue ergänzt, in welchen er die Relationen 
zwischen den Seiten, den Höhen'') und den Radien^), zwischen den 
Mittelpunktsabständen des ein- und der umgeschriebenen Kreise ein- 
führte.^) Zugleich leitete er auch durch Grenzübergang aus seinen 
sphärischen Formeln die entsprechenden für das ebene Dreieck ab und 
suchte nach Analogieen zwischen ebenen und sphärischen Formeln, 
wozu ihm namentlich das rechtwinklige sphärische Dreieck diente, in 
welchem ein Winkel gleich der Summe der beiden andern ist.*) In 
ünferdingers Arbeiten ist die fast unerschöpfliche Menge von Re- 
lationen, welche sich darbieten, sobald man noch andere Stücke als 
Winkel und Seiten des Dreiecks zu bestimmenden Elementen wählt, 
in übersichtlicher und eleganter Weise entwickelt und gruppiert 



1) Sind z. B. a^ ß^ y^ d die Tangenten der Radien der den Nebendreiecken 
und dem Hauptdreieck bezüglich mnschriebenen Kreise und a\ p^, y\ ^ die 
Cotangenten der Radien der eingeschriebenen, so sind einige dieser Relationen 

^ a i/iTi • -^ l/ '*' ^ ^ lAV • ^ '\/~^~ 
*« 2 ^y^y- '"^^-Vafy^ ^ Y =- Ka^^ ^^¥=^777' 
a' = i (jj + y + d — a) n. 8. w. — 2) Archiv für Mathem. XXIX, 1857, 288 ff., 
XXXm, 1869, 14—88, XLII, 1864, 463—466, ferner Auflösung des sphärischen 
Dreiecks durch seine drei Höhen in Sitzungsber. der Wiener Akademie LI, 1865 
und Formeln der sph&rischeti Trigonometrie, ebenda LVEI. — 3) Vgl. auch 
Skr i van, der im Archiv far Mathem. XXVlll, 1857, 471 die Berechnung des 
sphärischen Dreiecks aus seinen 8 Höhen gab. ~ 4) Die Bestimmung der Radien 
der äußeren Beruhrungskreise aus den Dreiecksseiten gab schon Sorlin, Annales 
de Math. XY, 1825, vorgelegt 1819. — 6) Eine Relation zwischen den Radien r und 
p und dem Abstand der Mittelpunkte des um- xmd eingeschriebenen Kreises haben 
schon L'Huilier und Durand in Annales de Mathem. I, 1810, 144 und XIY, 
1828, 69 gegeben, ünferdinger aber entwickelte eine ganze Reihe von Be- 
ziehungen der Abstände df , d, , d, , eJ, der Mittelpunkte der 4 Berfihrungskreise von 

dem des eingeschriebenen, Gleichungen, aus denen wir nur die eine - . = . — 

° ' o 7 am p sm q^ 

-I — .— ^ -I- . — ?- hervorheben , welche für die Ebene direkt in die bekannte 
' sm p, sm ^3 

Relation — «= 1 1 übergeht; vgl. auch Booth, A treatise on some 

9 9i 9% 9z 

new geometrical Methods, London 1877, U, 288—299. — 6) Archiv für Mathem. 
LH, 1871, 344—849. Dasselbe Dreieck behandelt wieder R. E. Allardice, Pro- 
ceedingB of the Edinburgh Mathem. Society II, 1884, 53 — 54. 
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Wir wollen hier auch noch kurz der zuerst von Gudermann 
1830^) und dann unabhängig von ihm durch Ch. Graves*) 1841 
und A. Borgnet') entwickelten analytischen Behandlung sphärischer 
Figuren gedenken, bei welcher zwei zueinander senkrechte größte 
Kreise als Koordinatensystem auf der Kugel gewählt wurden, während 
die einen Punkt bestimmenden Koordinaten entweder direkt durch 
Länge und Breite desselben oder durch die trigonometrischen Tan- 
genten der auf den Axen liegenden Bögen gemessen wurden, die zwei 
durch den Punkt senkrecht zu jenen gelegte Kreise ausschneiden. 
Aus dieser Auffassimg ist eine analytische Geometrie auf der Kugel- 
fläche entstanden, die eine reiche Literatur im Gefolge hatte. Doch 
können wir hier auf dieselbe nicht weiter eingehen, da sie wie die 
durch Schulz, Gudermann, Möbius und andere entwickelten pro- 
jektiven Formeln einer Geschichte der Kugelgeometrie angehört. 

Eine andere Richtung schlug Bretschneider in einer Abhand- 
lung von 1842 ein*), indem er zwei Dreiecke in der Ebene sowohl 
als auf der Kugel zueinander in Beziehung setzte. Für die ebenen 
Dreiecke ABC xmd A^B^C^ ergaben sich ihm hierbei 12 Fundamental- 
formeln von der Gestalt: 

a»ai2+6*6i»-2aai66iCos(C± CJ = a^c^^ + J^'c« - 2a\cc^ cos {B±A^\ 

Aus diesen Gleichungen wurden dann spezielle abgeleitet, sei es, 
daß die Dreiecke als ähnlich vorausgesetzt wurden, sei es daß sie 
eine oder mehrere Seiten gleich hatten. Für die sphärischen Dreiecke 
wurden 6 Grundformeln gewonnen von der Gestalt: 

cos a cos Ol ± sin a sin a^ cos C cos C^ 
== cos (6 T ftj) cos c cos Ci T sin c sin q cos A cos A^y 

aus denen sich wieder spezielle Formeln entwickeln ließen, die eine 
Reihe von Relationen zwischen den Kanten und Flächenwinkeln eines 
Tetraeders ergaben, während die Fundamentalformeln der Ebene zur 
Behandlung des ebenen Vierecks dienlich waren. 

Auch die Theorie der elliptischen Funktionen wurde zur Bildung 
von Formelsystemen fQr das sphärische Dreieck herbeigezogen. Schon 
Lagrange^) bemerkte 1799, bei Gelegenheit der Integration der 



1) Jonmal für Math. VI, 244 — 264 und Gmndriß der analytischen Sphärik, 
Köln 1830, 8^ — 2) Anhang an: Two geometrical memoirs etc. of Mr. Chasles 
1841. — 3) Essai de Gr^omätrie analytiqne de la sphere, 1847, 8^. Vgl. dazu 
Nonvelles Ann. VII, 1848, 147—160, 174—177 und 392—396. — 4) Archiv für 
Mathem. 11, 132. Vgl. zu dieser Materie eine Relation von J. Steiner 1827 im 
Joum. für Mathem. 11, 190. — 6) Theorie des fonctions analytiqnes. Journal de 
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elliptischen Differentialirleichuiiir: , . _ — ,_ . -__:i^ = 0, die 

^^ e 6 yi_^tBin«ß ■/r-.it«flinH___^__ 

Ähnlichkeit des Integrals cos # « cos a cos 6 + sin a sin 6]/l — Ä* sin* d 

mit der Gosinusformel der sphärischen Trigonometrie^ in welche jene 

übei^eht, wenn man mit a, 6, c die Seiten und mit A^ B, C die Winkel 

eines sphärischen Dreiecks bezeichnet^ den Modulus Je gleich dem 

konstanten Sinosyerhaltnis -. — =.-,- = -• — und -ö- = c setzt. 

Bin a 8in h sin c 

Dur^ge^) hat dann die Form dieses sphärischen Dreiecks einer näheren 
Betrachtung unterzogen^ aber zur Bildung neuer Formelsysteme wurde 
der Gedanke erst 1880 durch Kleiber*) ausgenützt. Dieser, ein 
Schüler Richelots, leitete aus dem Additionstheorem der Theta- 
funktionen mit vier Argumenten eine Menge yon Relationen 
zwischen den elliptischen Funktionen Jacobis ab, und bewies den 
Satz, „daß wenn man der Reihe nach sn w, sn v, sn (w — r), cn u, cn t?, 
cn (w — v), dn w, dn t?, dn (w — t;) durch sin a, sin 6, sin c, cos a cos 6, 
cos c, — cos A, cos B, cos C ersetzt, aus jeder Formel über elliptische 
Funktionen eine solche für ein sphärisches Dreieck mit einem stumpfen 
und zwei spitzen Winkeln hervorgeht, bei welchem, im Falle 

^ cos ^ 

x>A>'!^>B>C ist, tg Y > ± —j^ITb ^^ ^^^^ (± J® ^^^" 

COB-g 

dem A + B^Jt ist).') Hierdurch erhielt er auch einige neue Formeln, 
die theoretisches Interesse beanspruchen können. 

Die Resultate der neuem mathematischen Forschung suchte auch 
Franz Wilhelm Meyer für die sphärische Trigonometrie zu ver- 
werten in einer Abhandlung: „Der Resultantenbegriff in der sphäri- 
schen Trigonometrie^' 1895.^) Indem er nämlich den Gosinussatz in 



rÖcole Polytechnique EI, cah. 9, Nr. 80, 81 und Nouvelle Edition: Paris 1818, 
Nr. 69, 70. Oenyree de Lagrange IX, 184 — 189. 

1) Theorie der elliptischen Fonktionen, Leipzig 1868, § 31. — 2) Programm 
des Eneiphöfischen Gymnasiums zu Königsberg 1880 und 1881. — 3) Denselben 
Satz bewies ein Jahr später wieder J. W. L. Glaisher im Quarterly Journal XVII, 
353 — 364. Ferner beziehen sich noch auf den Zusanmienhang der elliptischen 
und Kreisfunktiohen zwei Notizen von W. Woolsey Johnson, ebenda XVlü, 
1882, 366—870 und XIX, 1883, 186—188, femer eine Notiz von Robert Russell, 
XX, 1884, 878 — 383, eine geometrische Darstellung der Landenschen Trans- 
formation von E. H. Schellbach, Journal für Math. XCI, 1881, 347—348, und 
endlich eine Erweiterung der Betrachtungen von Lagrange und Kleiber durch 
E. Study, auf die wir weiter unten im Texte noch eingehen. Vgl. auch 
Greenhill: The Applications of the Elliptic Functions, London 1892, Cap. IV, 
131 — 141. Doch haben diese Arbeiten mehr den umgekehrten Zweck der Förde- 
rung der Theorie der elliptischen Funktionen im Auge. — 4) Journal für Math. 
CXV, 209—220. 
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der Form schrieb: cos a^ — cos a^^ cos öt, — sin a^ sin a, cos «^ = 2-4^ = 0, 
i,Jcyl ^ 1, 2, 3 und die a und a als komplexe Größen auffaßte^ f&lirte 
er die Aufgabe durch, die wichtigsten Formeln G(a, a) =« der 
sphärischen Trigonometrie als rationale oder irrationale Funktionen 
der Ai darzustellen, mit Koeffizienten, die nur noch Yon den Seiten 
abhängen. Alle solche Funktionen G müssen natüs^ch gleichzeitig 
mit den A^ yerschwinden und liefern in diesem Falle wieder die be- 
kannten trigonometrischen Relationen. So enthält z. 6. die Identität 
sin*a,B, ~ A^^ — -4^* — {Aj^L^ — A^L^, wo L^ = cos a, — cos a^ cos o, 
und 4jB* = sin*«, sin^a^^ — sin*«^ sin*a, ist, unter jener Voraussetzung 
den Sinussatz sin Uj^ sin a^ = sin a, sin a^. Als solche durch die -^^ dar- 
zustellende Formen werden außer JB, die Form 

2 C,.^ = cos a, sin a, — - sin a^ cos a^ — sin a, cos a, cos a^, 
welche sinajC,;^ = -^- + -^* ^^^a, gibt und die 12 Formen: 

jB^i = sm' Y cos* — 2 8"^ 2 ®"^ — 2 — ' 

E^^ = cos* Y cos* - — sm* ^ cos* — ^ — , 

i?„ = sin»-^ sin« -*— -' - cos»-^ sin« -^^ -^ , 

E,, ^ cos«^ sin« ^-' - cos»^ cos«^^ 

genommen, die den Delambreschen Gleichungen entsprechen und 
i^,i + jB,8 = — A^, j&^g + JB,^ = A^ liefern, woraus sofort die nume- 
rische Identität jE?,i + E^^ + E^^ + JS',^ = folgt. Allgemein erhält 
man rein numerische Identitäten, die also die Seiten a^ nicht mehr 

C- 

enthalten, wenn man statt der C, * die Größen C/* = -r-^ einführt. 

Bin a^ 

So stellt sich z. B. A^ durch die rein numerische Identität dar: 

Ai (Cik Cjti Cii — Cici Ca C'ik) 

^ (Ci! - eil) Gl,, Cu + ((?;? - c;?) c;, cu + m - c;*) c/,q, . 

In einer Notiz „Über voUe Systeme in der ebenen Trigono- 
metrie"*) hat Meyer femer als Grenzfall der obigen Betrachtungen 
den Satz nachgewiesen, daß sich die Formeln der Trigonometrie 
des ebenen Dreiecks vermöge der Formeln des Cosinussatzes 
(2 Ai = a| + a* -- a* — 2 a* «j cos a.) und des Projektionssatzes 
(J5/ ^ a,- — ttk cos ai — ai cos a*) mit nur numerischen Koeffizienten dar- 
stellen lassen, indem einerseits jede algebraische Funktion der Ai, Bi, 
die mit denselben zugleich yerschwindet, eine Formel dieser Trigono- 

1) JahrcBbericht der Mathematikervereimgung fOr 1896, Y, 61 — 62. 
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metrie darstellt^ imd sich andererseits jede solclie Formel mit Hilfe 

, ^, . , -^k + A. «I + «? - «? — 2^,. . ,. 
der Gleichungen «/ = ^ — und cos a,- = - - m die 

Form einer algebraischen Funktion der Ä und B bringen läßt.^) 

Wir wissen, daß schon Vieta die sechs Dreiecksfälle zu zweien 
gruppiert hatte^ indem er erkannte, daß sie mit den zueinander polaren 
Formeln lösbar sind, doch wurde die in der ganzen sphärischen 
Trigonometrie herrschende Polarität erst durch Sorlin 1825*) 
ausdrücklich betont; auch finden wir bei ihm das Prinzip der 
zyklischen Yertauschung zum erstenmal präzis ausge- 
sprochen.') 

Femer ist noch zu erwähnen, daß, was schon aus Möbius' 
Schriften zu ersehen war, die sphärischen Formelsysteme durch Ein- 
führung der Außenwinkel an Stelle der innem Winkel des Dreiecks 
an Symmetrie gewinnen. Auf diese Tatsache scheinen Cornelius 
Keogh und V. A. Lebesgue*) 1853, E. W. Grebe"^) und H. Grass- 
mann ^) 1862 wieder selbständig aufmerksam geworden zu sein. Sie 
hoben hervor, daß wenn man die Supplemente der Winkel mit 
A, Bj C bezeichnet, der Übergang zu den Polarformeln einfach durch 
Vertauschung dieser Winkel mit den Seiten erreicht wird. Auch be- 
tonten die beiden ersten und später (1870) wieder Ziegler'') den 
Vorteil, den die Benützung der Nebendreiecke (Außendreiecke, wie 
sie Ziegler nennt) bei der Ableitung der Formeln gewährt, indem sie 
die Einheitlichkeit der Formelgruppen erkennen läßt — die Methode 
ist keine andere, als Vietas „Inversio xar' ävajtXrlQGiöLv" (Tl.I, S. 183). 
Alle im Laufe der Zeit entstandenen Ideen über die Schaffung 
oder die vorteilhafteste Anordnung und Gruppierung der Sphärischen 
Formelsysteme, wie sie uns bei den im Vorhergehenden genannten 
Autoren entgegentraten, entbehrten aber eines leitenden Prinzipes, das 
erst die neuere Zeit bringen konnte, nachdem sich der Gruppen- 
begriff allmählich entwickelt und seine zentrale Stellung in der 
Mathematik namentlich durch die Arbeiten von Felix Klein (geb. 1849) 
und seinen Schülern erhalten hatte. Unbewußt hatten sich, wie wir 
sahen, schon Neper und Lambert desselben zur Zusammenfassung 
der 10 Formeln des rechtwinkligen sphärischen Dreiecks bedient, und 
Vietas beide Methoden des Überganges zu Neben- und reziproken 

1) Vgl. auch die schon S. 178 Anin. 4 zn S. 172 angefahrte Notiz desselben 
Verfassers. — 2) Annales de Math. XV, 278 und 302. Das Memoire wurde bereits 
1819 der Akademie vorgelegt. Vgl. auch Chasles Geschichte der Geometrie 234. 
— 8) A. a. 0. 279. — 4) Nouv. Annales XII, 304 flF. — 6) Archiv für Mathem. 
XXXrX, 226—229. — 6) Die Ausdehnungslehre, Berlin 1862, 213 Anm. — 
7) Siehe S. 195 Anm. 4. 
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Dreiecken fiallen ebenfalls unter diesen Begriff. Aber den Grappen- 
begriff als oberstes Prinzip zur theoretischen Behandlung 
der sphärischen Trigonometrie aufgestellt zu haben, ist das 
Verdienst Emil Studys, der 1893 hierüber eine umfangreiche Arbeit 
veröffentlichte^), die eine Menge neuer Ausblicke bietet. 

Wir wissen, daß schon Möbius durch Einführung eines Richtungs- 
und Drehungssinnes die verschiedenen Arten sphärischer Dreiecke, 
insofern deren Bestimmungsstücke zwischen und 2x liegen, von- 
einander trennte. Study adoptierte diese Sinnbestimmung, erweiterte 
aber zugleich den Begriff des sphärischen Dreiecks noch nach zwei 
Richtungen. Zunächst faßte er ein Dreikant mit der Spitze im Eugel- 
mittelpunkt ins Auge und zeigte, daß ein solches zu 64 verschiedenen 
„Nachbardreiecken" Anlaß gibt, welche durch lineare eine Gruppe 6?^^ 
bildende Substitutionen ineinander übergehen. Faßt man aber auch 
diejenigen Dreiecke als verschieden auf, deren Seiten und Winkel 
sich um 2;r unterscheiden, wie dies schon Gauß zu tun beabsichtigt 
hatte'), dann gehören natürlich zu einem Dreikant unendlich viele 
Dreiecke, die sich in der Weise um 64 Typen derselben gruppieren, 
daß die jedem Typus entsprechenden um beliebige Vielfache von 2x 
in den Seiten und Winkehi verschieden sind. Die Gesamtheit dieser 
Dreiecke geht dann durch eine Gruppe von unendlich vielen linearen 
Substitutionen in sich über'), die durch die Gleichungen: 

<= (- l^ö^i + ^i^7 <-ir- If«» + ^.-Ä («o ^ = 0, 1; 1 = 1, 2, 3) 
definiert sind, wobei die a,. die Seiten, die a^ die Außenwinkel eines 
Dreiecks bedeuten, während die Größen m^, ^^ den Kongruenzen ge- 
nügen müssen: 

Wi + 6j + ^3 = 0, Wg + 6« + «1 = 0» »»8 + ^1 + «j = 0; ^1 + «2 + f, = 0, 
. ft + «8 + ^1 = 0, fts + ^1 + £, = (mod. 2). 

Diese Gruppe enthält namentlich eine sehr wichtige „ansgezeichnete" 
Untergruppe G, welche dadurch bestimmt ist, daß zwischen den obigen 
Zahlen noch die Kongruenz besteht: 

\i:m^ + jZft. -f 6,63 -f e^t^ + e^B^ + s^e^ + s^e^ + f^eg = (mod. 2)*). 

Übt man ihre Substitutionen auf ein elementares Dreieck, dessen 
Seiten und Winkel zwischen und % liegen, aus, so gelangt man zu 



1) Sphärische Trigonometrie, orthogonale Substitationen und elliptische 
Funktionen. Abhandl. der K. Sächsischen Gesellschaft der W. XX, Leipzig 1898, 
87—282. — 2) Wieder aufmerksam machte hierauf F. Klein in seiner Vorlesung 
über Nichteuklidische Geometrie, 1889/90. Ausgearbeitet von Schilling 1892, 
19 — 20. — 3) Indem zu den Operationen der G^^ noch die unendliche Gruppe 
a{ = o^ + 2Ä;7r, a/ = a^ • + 2fc» hinzukommt. 
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einer ersten Klasse yon Dreiecken, Study nennt sie eigentliclie 
Dreiecke, die durch kontinuierliche Deformation ineinander übergeführt 
werden können. Dies letztere gilt auch yon der zweiten Klasse 
von Dreiecken, den uneigentlichen, welche aus einem Elementar- 
dreieck durch jene Operationen gewonnen werden, für welche der 
Ausdruck*) = 1 (mod. 2) ist. Dagegen kann man kein Dreieck der 
einen Klasse in ein solches der andern durch stetige Abänderung der 
Bestimmungsstücke überführen. Demgemäß teilen sich dann auch 
sämtliche Formeln der sphärischen Trigonometrie in zwei 
Klassen, je nachdem sie für Dreiecke beider Arten oder nur 
für „eigentliche*' Dreiecke gelten. Die ersteren sind jene, welche 
schon De Gua und Lagrange aus dem Cosinussatze allein abgeleitet 
hatten, die letzteren dagegen entspringen aus den Delambreschen 
Oleichungen, wodurch der Grund für die schon von Schmeifier, 
Bretschneider und andern geahnte Wichtigkeit der letzteren auf- 
gedeckt ist. „Von diesen Grundformeln aus vollzieht sich der Über- 
gang zu allen andern Formeln derselben Klasse durch eindeutige 
Operationen und ebenso auch der Übergang von den Formeln der 
zweiten Klasse zu denen der ersten. Dagegen erfordert der Übergang 
von der ersten zur zweiten Kl^se die Bestimmung des Vorzeichens 
einer Quadratwurzel, also eine Wahl zwischen zwei Möglichkeiten.^' 
So gelten die Delambreschen Gleichungen für die zweite Dreiecks- 
klasse nur dann, wenn in allen zugleich die Zeichen umgekehrt werden. 
Auch diesen Fall hatte schon Gaufi vorausgesehen, indem er sagte ^): 
y, . . . casus existere possunt, ubi in cunctis aequationibus praecedentibus 
Signum mutare oportet.'' Diese durch die Gruppentheorie geforderte 
Teilung in zwei Dreiecksklassen zeigt auch, daß, da die eigentlichen 
Dreiecke nicht in getrennte Scharen zerfallen, sondern eine kon- 
tinuierliche Mannigfaltigkeit bilden, ein zweiter Fortschritt, ähnlich 
dem Übergang von Sinus- und Cosinussatz zu den Delambreschen 
Gleichungen, nicht mehr möglich und ;,die Entwicklung der 
sphärischen Trigonometrie nach gewisser Richtung hin ab- 
geschlossen ist". 

Zur zweiten Formelklasse gehören auch die L'Huilierschen Formeln 
(S. 196 Anm. 6 zu S. 195), die hier zum erstenmal in einer völlig sym- 
metrischen Gestalt gegeben werden. Diese wird erhalten, indem man die 
gewöhnlichen Bezeichnungen des sphärischen Dreiecks durch folgende 
ersetzt: a = a^, 6 = a,, c = aj, a = ;r — a^, ^ = ;r — Og, y — ^ — Oj, 



1) Theoiia motus Nr. 54. 
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<f-ß=i-<f,, <r-y = |--<r, und /T*«?-"^*"/!*«! 



schreibt. Dadurch erhalt man die sämtlichen acht Formeln in der 

eleganten Gestalt: tg y tg ^^= M^) (i - 0, 1, 2, 3). 

Aber die Delambreschen öleichnngen liefern noch eine Gruppe 
von Formeln der zweiten Klasse, die in der ihnen von Study ge- 
gebenen Form neu sind und nach seiner Ansicht ,,den algebraisch 
einfachsten Ausdruck der Abhängigkeit zvrischen Seiten und Winkeln 
eines sphärischen Dreiecks enthalten". Es sind dies drei durch 
zyklische Vertauschung der Indizes aus der Form 

hervorgehende Relationen, wobei l^ = ctg - -, A^ == ctg ' bedeuten, 

sowie drei weitere, die aus diesen durch Yertauschung von l mit X 
entstehen. 

Wenn man nun die drei Zähler und den gemeinsamen Nenner 
der ersten drei Ausdrücke mit Yq, F^, Fg, Fj und die entsprechen- 
den Größen der zweiten Gruppe vont Formeln mit Z^, Z^, Z^, Z^ be- 
zeichnet, so sind die Z^ lineare homogene Funktionen der Y^ und 
umgekehrt, und die F^ wie die Z^ lassen sich durch vier neue Größen 
Xq, Xj, Xg, Xg ebenfalls linear und homogen ausdrücken. Führt 
man dann die Y^ und Z^ oder die X,. statt der l. und X^ oben ein, 
so erhält man die Seiten und Winkel des sphärischen Dreiecks durch 
einfache Gleichungen in diesen Größen ausgedrückt. Insbesondere 
werden die Cosinus der Seiten und Winkel Quotienten gewisser ganzer 
rationaler Funktionen der X^, die nichts anderes sind als die 
Eulerschen Ausdrücke für die Koeffizienten einer ortho- 
gonalen Substitution, d. i. für die Koeffizienten des Formelsystems 
»0.-3/ - «nSi + «isS« + «isSs (} = 1; 2, 3), ttoo = 2;X<*, das den 
Übergang von einem rechtwinkligen Koordinatensystem 3i; 3»> 3» 
zu einem andern 3i'; 3«'> Bs' ^^^ demselben Anfangspunkte vermittelt. 
Man sieht, wie sich hier Studys Resultate mit Raabes, Sturms 
und Puissants Gedanken (S. 179 und 180) treffen, die Grundformeln 
der Trigonometrie aus der Koordinatentransformation zu gewinnen. 

In der Tat liefern auch, wenn cos a^ = — , cos o^ == — , cos a, = — ; 

ttj! o^i a„ 

cos «1 = — ; cos a, = ^- , cos ccj = ^ gesetzt werden, die bekannten 

^11 ^M ^88 

1) Für Dreiecke, deren Bestimmungsstücke zwischen und tc liegen, hat 
M positiven Wert. 
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Identitäten zwischen den Koeffizienten a^^ der orthogonalen Substi- 
tution direkt die fraglichen Fundamentalgleichungen, und dabei bietet 
sich noch das Theorem dar, daß zu einer orthogonalen Substitution 
in drei Veränderlichen ein bestimmtes sphärisches Dreieck gehört. 

Auf die interessante Abbildung der sämtlichen sphärischen Dreiecke 
auf den Punktraum, welche dadurch entsteht, daß man die X^ als 
homogene Punktkoordinaten auffaßt, sowie auf eine zweite mittelst 
ebener ELreisvierecke, die eine direkte Konstruktion der Winkel aus 
den Seiten oder umgekehrt liefert^ können wir nur hinweisen. Zudem 
bemerken wir noch, daß Study durch eine Ausdehnung seiner Unter- 
suchxmgen auf den Zusammenhang der elliptischen Funktionen mit 
der sphärischen Trigonometrie zu Formeln gelangte, welche die schon 
(S. 198 — 199) erwähnten von Lagrange als speziellen Fall enthalten 
und die Gotangenten der halben Seiten und Winkel (2^, k^ eines 
sphärischen Dreiecks als eindeutige homogene Funktionen 0. Grades 
Ton sechs Yerhältnisgrößen darstellen, zwischen denen zwei lineare 
Gleichungen bestehen. Auch die Cosinus und Sinus ergeben sich 
dann als eindeutige Funktionen derselben Größen, während dies 
bei einer zweiten Darstellung durch elliptische Funktionen zweier 
Argumente, die er außerdem noch mitteilte, nicht der Fall ist. Es 
ist übrigens herrorzuheben, daß auch zu diesen Resultaten die Yoran- 
steUung des Gruppenbegriffes führte, der eine neue Zusammenordnung 
der Weierstraßschen und Jacobischen Additionstheoreme von vier 
Yariabeln gestattete, die den Ausgang von Studjs Untersuchung 
bildeten.^) 

Über die hier kurz angedeuteten Resultate der Arbeit Studys 
hat F. Klein in jener schon erwähnten Yorlesung über die hyper- 
geometrischen Funktion (1894) berichtet und dabei noch weitere Ge- 
sichtspunkte eröffnet. So teilte er die Trigonometrie in eine trans- 
zendente und in eine algebraische ein. Transzendent nannte er 
jene Trigonometrie, die sich mit den Winkelgrößen selbst beschäftigt, 
insofern die Winkel und Seiten der Dreiecke transzendente analytische 
Funktionen der gewöhnlichen Raumkoordinaten sind, in ihr sind alle 
Dreiecke mit verschiedenen Bestimmungsstücken auch wirklich ver- 
schieden. Algebraisch aber ist jene Trigonometrie, welche sich darauf 
beschränkt, nur die Relationen zwischen den Cosinus und Sinus der 
Bestimmungsstücke ins Auge zu fassen, und zwar heißt sie algebraisch 
von der 1. Stufe, wenn sie die Winkelgrößen nur mod. 27t betrachtet, 

1) Es gibt im ganzen 4 • 64 == 256 Additionstheoreme, die durch eine Gruppe 
von ebensovielen involutorischen SubBtitntionen ineinander übergehen und von 
Study durch eine Abänderung der gewöhnlichen Bezeichnung in sehr übersicht- 
licher Gestalt dargestellt werden. 
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also den Dreiecksbegriff von Möbius zugrunde legt. Werden aber 
auch die Eormeln zwischen den halben Winkeln in Betracht gezogen, 
wie z. B. die Delambreschen Gleichungen, so sind erst jene Dreiecke 
identisch, deren Stücke sich mod. 4jr unterscheiden; diese Trigono- 
metrie heißt von der 2. Stufe u. s. w. Die Einteilung in eigent- 
liche und un eigentliche Dreiecke kommt bei der 1. Stufe gar 
nicht in Frage, dagegen tritt sie bei der 2. Stufe sofort in Geltung. 
Aus Studys Arbeit und Klein s Ideen ist auch 1895 eine 
Dissertation der Engländerin Grace Ghisholm^) hervorgegangen, der 
es unter andern gelang, die yoUständigen Systeme ftir die Mannig- 
faltigkeit der eigentlichen, wie für die der uneigentlichen Dreiecke 
aufzustellen, d. h. diejenigen Ausdrucke, aus denen sich alle Gleichungen 
der betreffenden Mannigfaltigkeit linear zusammensetzen lassen. Damit 
war einer jener Gedanken aufgegriffen und im speziellen durch- 
behandelt, die Study am Schlüsse seiner Abhandlung als die fernem 
Aufgaben der Trigonometrie bezeichnet hatte. 

§ 4. Einzelne Beiträge zur sphärischen Trigonometrie. 

Während wir im vorigen Paragraphen die verschiedenen Ver- 
suche sich entwickeln sahen, die zum systematischen Ausbau der 
sphärischen Trigonometrie führten, wollen wir hier jene Beiträge ver- 
einigen, die nur in einzelnen Formeln oder Theoremen bestanden. 
Gehen wir wieder zum Anfang des Jahrhunderts zurück, so haben 
wir zuerst Buzengeiger*) zu nennen, der 1816 zwanzig Relationen 
mitteüte, welche entstehen, „wenn ein rechtwinkliges sphärisches 
Dreieck ABC durch einen von der Spitze C des rechten Winkels 
ausgehenden senkrechten Bogen CD geteilt wird; z. B. ist sin* CD 
^igADtgBD] tg«a-tgc-tgi?2); tg«c-tg«fc-f tg«a + tg*a tg«6») 
u. s. w. Auch wurde wiederholt*) versucht, ein dem Pythagoräischen 
Lehrsatze ähnliches Theorem in der sphärischen Trigonometrie auf- 
zustellen: Grunert^) fand dabei die Formel cos A- = v-r — ^a • a- » 
' ^ ^ 1 + am A^sm A^' 

WO die A die Hälfben der über den Seiten errichteten sphärischen 

1) Algebraisch-gruppentheoretische Untersuchungen zur sphärischen Tri- 
gonometrie, Göttingen 1895. Vgl. auch Atti di Torino XXXIV, 1899, 687—696 
und Study in den Ber. der sächs. Gesellsch. math. phys. Klasse 1895, 582. — 
2) Zeitschrift für Astronomie von Linden au III, 1817, 198 — 202. — 8) Den 

ähnlichen Satz sin - = sin - cos - + sin - cos hatte schon L'Huilier 
2 2 2 ' 2 2 

mit einigen andern Sätzen 1810/11 in den Annales de Math. I, 198 gegeben. — 

4) Vgl. z. B. den mißlungenen Versuch Gudermanns im Journal für Math. 

XLII, 280. — 5) Archiv für Mathem. XI, 1848, 225. 
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Quadrate sind. Neue Relationen für das schiefwinklige Dreieck gaben 
auch noch Delambre^), Puissant*), Mollweide (siehe weiter unten), 
Möbius*) und in neuester Zeit A. Cayley*) (1821—1895), Catalan, 
GerondaP) und Dziobek*), doch bieten diese Formeln mehr theo- 
retisches Interesse. 

Wichtiger als diese speziellen Resultate waren die Bemühungen 
yerschiedener Gelehrter, namentlich der Astronomen, um die gefundenen 
Formeln brauchbar für die Rechnung zu gestalten. So brachte Gaufi^) 

den Cosinussatz in die Form cos a «= -. — sin (q> + c\ indem er den 

Hilfswinkel 9 aus der Gleichung tg 9) » "2 bestimmte, und De- 

lambre*) gab hierfür eine ganze Reihe von Umformungen an, aus 

2 cos - - Bin Bin c 
denen wir die eine cos a = - ' - für iv^x == 7 — ,— r, — als 

COB X ° COß (c + h) 

neu hervorheben, die sich neben die schon bekannten Umformungen 
von Lambert und Cagnoli stellte. Auch die Umgestaltung 

cos a = cos (c — x), wenn tg a; = tg & cos A ist, erwähnt De- 

lambre, indem er zeigt, daß x nichts anderes als der Abschnitt AD 
ist, den die Höhe CD auf der Grundlinie AB des Dreiecks macht, 
weshalb die Berechnung von a nach diesen Formeln auf die aus der 
Zerspaltung des Dreiecks in zwei rechtwinklige gewonnene und von 
den Astronomen längst geübte Methode hinausläuft.') 

Obgleich Delambre die Aufgabe, ein Dreieck aus zwei Seiten hy c 
und dem Zwischenwinkel A zu berechnen, auf zehn verschiedene 
Arten gelöst hatte, so gelang es doch Mollweide, noch neun Formeln 



1) Z. B. Afltronomie Chap. X Nr. 190. — 2) G^od^aie I, 87. — 3) Journal 
für Mathem. XXIV, 86 — 92. Hier setzt er eine von Euler gegebene algebraische 
Identität in eine solche zwischen Doppelverhältnissen um und führt dann auf 
Grund der Invarianz des Doppel Verhältnisses bei Projektion die Sinus der Winkel 
am Projektionspunkt ein. Dadurch erhält er eine Reihe von Identitäten zwischen 
den Sinus der Winkel, die im speziellen zu einigen Sätzen auf der Kugel An- 
laß geben. — 4) Messenger of Mathem. I, 1872, 137. Femer gab er 1880 

(Collected Papers XI, 97) die beiden Formeln: — tg— tg — tg -- sin {A — B) 

A It M 

— tg y sin ^1 — tg y sin -B und tg |^ U — tg y tg y cos (^ — B)\ 

^ tg -- cos A + tg -^ cos B. — 6) Mathesis Vm, 1888, 133 und 184. — 
2 2 

6) Dieser verallgemeinerte das Pentagranmia mirificum von Gaufl (Werke III, 

481 — 490, vm, 106—117) und leitete aus der hierbei gewonnenen Konfiguration 

ein neues Formelsystem ab. Archiv für Mathem. 2. Serie XVI, 1898, 320—326. 

— 7) Theoria motus. Nr. 67. — 8) A. a. 0. 176—182. — 9) A. a. 0. 176. 
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hierfür anzugeben.^) So setzte er z. B. cos -x- y sin fe sin c = sinti und 



fand sin Y — 1/sin 1—y" + ^) ^^ (~ 2 **) ' ^^®^ ®^ bestimmte y 



sm sin c sin A ctg — 



DIU u siii v Dill ,.£L üiig — / — |-— j 7ir~L r 

*"' *8y ^ Bin (6 + c) "^^ erhielt tg|=")/tg-+-^tg(-p-y), 

welch letztere Formeln dann von Vorteü sind, wenn man das Resultat 
mit großer' Schärfe bestimmen will. Die noch fehlenden Winkel er- 

ffeben sich aus ts - = -^-7 ^( iß— und tg — = ^~ { tg— • 

® o 2 Bin (fi — 6) o 2 »2 Bin (s — c) ® 2 

Wir wissen, daß der Vorteil, welcher in der Benützimg der Tan- 
genten zur genauen Bestimmung von Winkelgrößen liegt, schon 
längst erkannt war, aber zum Ausgangspunkt einer umfassenden 
Arbeit, in welcher die ganze sphärische Trigonometrie mit neuen 
Formeln behandelt wurde, machte diesen Gesichtspunkt doch erst im 
Jahre 1887 der Italiener Domenico Ragona.*) Er ging von der 
Berechnung der rechtwinkligen sphärischen Dreiecke aus und teilte 
die sechs möglichen Fälle in zwei Gruppen, für die er eigene Formeln. 

angab. Z. B. lösen die Formeln tg 9 ==* tg (^ö' ~ y) l/tg4feS . 
tg9,'=___^ X = ±(9.'+9.), r=^±(9'-9), tg(450-|) 

= ± tg9?' tg (45^ — ~j die drei Fälle: 1) gegeben die Hypotenuse 
a = a und eine der beiden Katheten ^ = { , wobei X = C, bezüglich 
JB, Y= { . , Z ^ B beziehungsweise C ist; 2) gegeben einer der beiden 

Winkel, etwa a = JB und die gegenüberliegende Kathete /? = 6, dann ist 
X = 90® — c, y = 90® — C, Z ^ a zu setzen; 3) gegeben die beiden 
Winkel a = 2^, /3 = 90® - C, wofern X = a, r= 6, Z= 90® - c ist. 
Eine ähnliche Formelgruppe löst die drei noch fehlenden Aufgaben. 
Noch eigenartiger sind die Gleichungen zur Lösung der Aufgaben 
über schiefwinklige Dreiecke. Die Methode, die er bei ihrer Auf- 
stellung befolgt, besteht darin, daß er die Winkel X und y, welche 



1) Auszug aus einem Schreiben an den Direktor der Sternwarte zu See- 
berg vom 10. März 1816. Zeitschrift für Astr. von Lindenau I, 459 — 460. 
Delambre hat seine Formehi in Gonnaissance de temps für 1820, 346 abgeleitet 
und Puissant teilte sie in seiner Gt^odäsie I, 106 mit. Eine ebenfalls neue, 
wenn auch nicht sehr praktische Lösung gab E. Sang in Edinburgh new philo- 
soph. Journal XXVIII, 1832/33, 811. — 2) Nuove formule relative alla risolutione 
dei triangoli sferici. Memorie de Ha r. Accademia di scienze in Modena. Serie 2, 
V, 1887, Ö3— 119. — Vgl. auch Neil im Archiv für Mathematik XLIX, 104—110. 
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eine Höhe und die von derselben Ecke ausgehende Seitenhalbierende 
mit einer anliegenden Seite einschließen, sowie die Abschnitte x, y, 
welche diese Höhe und die Winkelhalbierende auf der Gegenseite 
bilden^ als Hilfsgrößen einführt. Allerdings werden hierdurch lauter 
logarithmierbare Formeln erhalten, die feist nur Tangenten umschließen, 
doch gestaltet sich die Behandlung der einzelnen Fälle so umständ- 
lich, daß die Methode bisher keine weitere Verwendung gefunden hat. 
Kehren wir wieder zum Anfang des Jahrhunderts zurück! Die 
umfassendste Behandlung aller sphärischen Dreiecksfälle hatte un- 
zweifelhaft Delambre gegeben^) und namentlich besprach er auch 
die mehrdeutigen unter ihnen auf Grundlage der Formeln. Was die 
Diskussion der letzteren anlangt^ so beschäftigte sich übrigens schon 
zwei Jahre früher (1812) L*Huilier*) mit dem doppeldeutigen Fall 
der ebenen Trigonometrie, indem er ihn geometrisch zu erläutern 
suchte, und Grunert^) kam dann 1842 wieder darauf zurück, wobei 
er drei yerschied^ie Methoden angab, die aus der Benützung des 
Sinussatzes, des Projektionssatzes und endlich des Cosinussatzes hervor- 
gingen. Für das sphärische Dreieck aber gab Matzka^) in einem 
Aufsatze über die Bestimmbarkeit des sphärischen Dreiecks aus drei 
Stücken 1848 zwei Methoden an, von denen die an die Gleichung 

. 9 c rt sinfccosa . c , cosa — cos 6 rk • i. t-t o j 

*ff o — 2 j T tff ^ H i r = sich aoschueßende an 

® 2 C08 a + C08 6 ° 2 ' C08 a -f- C08 & 

Vollständigkeit nichts zu wünschen übrig läßt, während die andern 
mit Heinsius' Methode viel Ähnlichkeit hatte. 

Die Trigonometrie der Kleinkreise hatte, wie wir uns er- 
innern, zum erstenmal D'Alembert (S. 129) einer Betrachtung unter- 
zogen, und Bossut hatte eine Methode zur elementaren Bestimmung 
der Fläche eines aus drei Kleinkreisen gebildeten Dreiecks hinzu- 
gefügt, ohne jedoch eine Formel hierfür zu liefern. Die Aufstellung 
einer solchen unternahm der Belgier A. Quetelet (1796 — 1874)^) 
1820. Indem er die Fläche des Kugeloktanten und den Bogen eines 
rechten Winkels gleich 1 setzte, mit P, P' und P" die Winkel, 
welche die von den Polen der Kleinkreise nach den Ecken A, A\ Ä' 
des Dreiecks gehenden Hauptkreisbögen miteinander bUden, bezeichnete 



1) Eine Eigentümlichkeit, die er in seinem ganzen Werke heibehält, ist, 
daß er von Enlers praktischer Bezeichnung des Dreiecks abweichend die Seiten 
mit C, C\ G'\ die Winkel mit A^ A\ Ä' bezeichnet. -— 2) Annales de Mathem. 
II, 267. — 3) Archiv für Mathem. 11, 333. — 4) Ebenda XI, 800—310. Vgl. 
auch Lentheric, Nonv. Ann. 1848, II, 32, Jenkins Messenger of Mathem. 11, 
1873, 160—162 und Lloyd Tanner, ebenda 1886, XIV, 163—164, der die 
Neperschen Gleichungen benützt. — 6) Nouveaux memoires de l'Acad^mie r. des 
Sciences de Bruxelles, II, 1822, 106—119 (vorgelegt 1820). 

▼. Braunmühl, Geschichte der Trigonometrie. IE. 14 
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(also APA = P u. 8. w.) und die Winkel PAP' = a, P'A'P" = a% 
P"ÄP = a nannte, erhielt er auf sehr einfachem Wege die Formel: 
Flache = 4-a-a'~a"+P.d+ P' d' + P"d", wobei d, d\ d" 
die senkrechten Abstände der Kleinkreisebenen vom Eugelmittelpunkt 
ausdrücken. Auch bot diese Formel den Vorteil, daß man sie sofort 
auf Polygone ausdehnen konnte. Dieselbe Aufgabe nahmen dann 1850 
Townsend^) und 1853 H. Faure*) wieder auf, und letzterer gab die 

elegante Formel jP-^ + -B+ C- 180^-(aco8(> + /Jco8()' + ycos()"); 
worin A, B, C die Winkel des Dreiecks, a, j3, y die oben mit P, P\ P" 
bezeichneten Winkel imd (>, p', q' die sphärischen Radien der Klein- 
kreise sind. Eingehender behandelt wurde das Kleinkreisdreieck erst 
von E. C. Hudson 1895 und 1898.*) Sein Prinzip besteht darin, 
die senkrechten Abstände der Seiten des Dreiecks ABC von den 
parallelen Seiten eines Großkreisdreiecks DEF einzuführen; sind diese 
Abstände, Breiten genannt, von den Ecken A, B, C aus gefällt, 
AA^^BB^^y, AA^^CC^ = ß, BB^^GC^^a und die Ent- 
fernungen ihrer Fußpunkte von den Ecken B, E^ F, DA^=^a^j 
DA^ = ajj; EB^ = fei, EB^ = fe^, FG^ = c^, FG^ = Cg, femer AB^c, 
BC = a, GA = fe, so ergeben sich drei Hauptformelgruppen: 

sin ß + sin y cos -4. .., , . i. p- • • a 

sm öl = — ^-— ' -—: , ähnlich für sm a« u. s. w., cos A 

^ cos y sm ^ ' " ' 

= — COS JB cos C + sin -B sin C cos (a + &! + Cg) u. s. w. und 

te_?.^ 2^-8in^8inCsin(& , + c,) _ ^v jjj^^^ aeben für 

^ 2 cos A + cos B cos C + sin J? sin C cos (b^ + <^«) 
spezielle Dreiecke, z. B. für rechtwinklige mit nur einer Kleinkreis- 
seite, sehr brauchbare Gleichungen. Eine weitere aber sehr kompli- 
zierte Formelgruppe gewinnt Hudson noch durch Anwendung der 
Koordinaten. Mit diesen Formeln findet er elegante Ausdrücke für 
die Radien der einem Kleinkreisdreieck ein- und umgeschriebenen 
Kreise, auch gibt er einige Anwendungen seiner Formeln auf astro- 
nomische Aufgaben an. 

Hervorragende praktische Bedeutung kann jedoch diese Kleinkreis- 
trigonometrie nicht beanspruchen. Dagegen kommt eine solche in 
eminenter Weise jenen Untersuchungen zu, die sich mit sphärischen 
Dreiecken, aus sehr kleinen Seiten gebildet, beschäftigen. Den 
bedeutendsten Satz, der hier in Frage kommt, den Satz von Legendre, 
hatte bereits das vergangene Jahrhundert gebracht, und die Methoden 
von Legendre und Delambre, die die Berechnung solcher Dreiecke 



1) Nouv. Ann. IX, 1850, 864. — 2) Ebenda XH, 1868, 221—224. — 
8) Quarterly Journal of Mathematics XXVII, 878—386 und XXTX, 202—205. — 
4) N ist hier ^ y {sm E sin {A — E) Bm {B — E) sin {C -- E)) , 2 E 
^A + B-\-C — 7t. 



Die Trigonometrie im 19. Jahrhnndert. 31 1 

ausbildeten^ waren in den Besitz der Geodäten überg^angen^ so daß 
die Verfolgung ihres weiteren Ausbaues einer Gescliiclite der Geodäsie 
angehört. Wir wollen daher aus der Menge der Beweise, die in der 
Folgezeit für den Legendreschen Satz gegeben wurden, die haupt- 
sächlichsten nur in einer Anmerkung^) nennen und noch einige auf 
diese Dinge bezügliche Notizen anführen. Schon 1818 versuchte 
Buzengeiger Legendres Satz durch einen genauem zu ersetzen, 
indem er erst Größen von der 6. Ordnung vernachlässigte, und erhielt 

für einen Winkel a des ebenen Dreiecks a'= a — - — —^ (h^ + c* — 2a*) 
= a - y + - (ctg/S + ctgy - 2ctgaV) 1847 fügte Grunert und 

1874 Neil zu diesem Ausdruck noch ein weiteres Eorrektions- 
glied hinzu.*) 

Außer der Methode zur Berechnung von Dreiecksnetzen nach 
dem Legendreschen Satze bediente sich aber Delambre bei Berech- 
nung des Meridianbogens zwischen Dünkirchen und Barzelona^) noch 
einer anderen, die an Stelle der Berechnung sphärischer Dreiecke die 
ihrer Sehnen dreiecke setzte. Wie wir sahen, hatte Cagnoli schon 
Formeln angegeben, welche diese Dreiecke zueinander in Beziehung 
setzen; indem nun Grunert 1855^) wieder auf diese Relationen zu- 
rückkam, gelang ihm die Aufstellung eines interessanten Satzes, der 

1) Die Beweise von Legendre und Lagrange haben wir bereits S. 159, 
Anm. 5 angeführt. Bezüglich Legendre vgl. auch: G^om^trie, Appendix znr 
Trigonometrie Nr. CY. Delambre gab eine Verifikation, nicht aber eine Ableitung 
des Satzes in Mäthodes analytiques pour la d^termination d^un arc du m^ridien, 
1798/99. 1818 veröffentlichte dann Buzengeiger den ersten Beweis, der er- 
kennen läßt, unter welcher Voraussetzung der Satz richtig ist, Zeitschrift für 
Astronomie von Linden au VI, 264 — 270. 1841 gab Gauß einen sehr exakten, 
wenn auch komplizierten Beweis im Journal fflr Mathem. XXII, 96. Darüber 
Grunert im Archiv für Mathem. I, 436, 1841. Dieser gab zwei neue Beweise, 
ebenda 1864, XXTTT, 111 ff. Femer Winkler, Journal für Mathem. XLIV, 1852, 
273—274 und ähnlich Tissot, Nouv. Ann. 1862, 2. Serie I, ö ff. Mertens, 
Zeitschrift für Mathem. und Phys. XX, 1875, 248, ebenso Neil, ebenda 1874, 
XIX, 324 ff. — Auf beliebige Flächen ausgedehnt hat Gauß Legendres Ver- 
fahren in seinen Disquisitiones generales circa superficies curvas 1827. — 2) Diese 
Ergänzung gibt auch Bessel an. VgL Wolf H. A», I, 233 und Gauß hat die 
obige Formel in seinen Disquisitiones generales 1827, § 27 (Werke, IV, 267) als 
Spezialfall aus der Formel für ein Dreieck auf beliebiger Fläche erhalten. — 3) Archiv 
für Mathem. IX, 8—46 und Astronomische Nachrichten LH Nr. 1228, 49, sowie 
Zeitschrift für Mathem. XIX, 324 ff. — 4) Base du Systeme mätrique d<3cimale 
etc. 3 Voll, in 4^ Paris 1806, 7, 10. — 6) Archiv für Mathem. XXV, 197—210; 
einen zweiten Beweis gab Unf erdinger ebenda 1859, XXXIII, 89 — 91. Auch 
Mossotti hat 1850 einen Ersatz des Legendreschen Satzes im Falle des Sphäroids 
gegeben, Annali di Matem. I, 396, vgl. auch Airy in Philosophical Magazine 
1850, XXXVI, 96 und Simonelli in Annali di Matem. 1854, V, 186. 

14» 
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sich ebenbürtig neben jenen Legendres stellt, und den Nagel 1856 
noch präziser formulierte.*) 

Zu den für höhere Geodäsie und Astronomie wichtigen Methoden 
gehören auch die Berechnung der Dreiecksstücke und die Lösung 
gewisser trigonometrischer Gleichungen durch Reihen, wie sie La- 
grange (S. 138 ff.), Lambert und Delambre gaben; den Formeln, 
die der letztere in seinen analytischen Methoden zur Bestimmung 
eines Meridianbogens benützt hatte, fügte Mollweide 1807 noch 
einige hinzu*), auch vervollständigte er in einer anderen Abhandlung 
desselben Jahres, wie gleich hier bemerkt werden mag, die von 
Snellius zuerst angewandte und von Lambert verbesserte Berech- 
nung ebener Dreiecke ohne Tafeln, indem er durch Einführung der 
Reihen für die Funktionen die Gültigkeitsgrenzen dieser Formeln, 
untersuchte^), und im Anschluß hieran machte Olbers die neue 

Gleichung bekannt*): 9>=ä~4.t^ ? ^^® ^^® Hypotenuse des zu be- 
stimmenden Dreiecks nicht enthält. Mit jenen Reihen zur Berechnung 
der Elemente sphärischer Dreiecke aber beschäftigte sich auch 1817 
Legendre im Exercise du calcul integral (II, 238)**) und wieder 1852 
Grunert®) in seiner bekannten breiten Weise, und Encke (1791—1865) 
gab eine Zusammenstellung der hauptsächlichsten dieser Reihen in den 
Astronomischen Nachrichten Nr. 562. Daran knüpfte 1874 hinwiederum 
Ligowski an^), indem er etwas andere Ableitungen brachte, während 
MeißeP) 1879 und 1880 von der Transformation zweiter Ordnung 
der elliptischen Funktionen ausgehend neue Resultate gewann. Dabei 
erhielt er den interessanten Satz: „Zu einem sphärischen Dreieck mit 
den Elementen a, b, c; a, ß, y existiert stets ein zweites mit den 



1) Zeitschrift für Math, und Phys. I, 257—276. Dabei teilt Nagel Formeln 
mit, die J. Riedl von Leuenstern (Beiträge zur Theorie der Sehnenwinkel, 
Wien 1827) und Faber (der Erfinder der Sprechmaachine) fanden, und leitet 
aus ihnen deü Satz von Grunert ab. Die Hauptformeln Grunerts sind 

gü,((7_|) Bin(c-I-) 

Cj = Oj — ^ = &1 u. s. w., wo tti, 6i, Ci die Seiten des 

sin(il-i-) Bin(5--|-j 

Sehnendreiecks bedeuten. — 2) Monatl. Korresp. von Zach XV, 441 — 461. — 
3) £benda XVI, 18—86. So ist z. B. die eine der beiden Formeln des Snellius 
(Tl. I, S. 244) durch die genauere qp = ^^ (4 tg y + 32 sin «p — 3 sin 2 y) — -^^ «p^ 
zu ersetzen. — 4) Ebenda 539. — 6) Vgl. auch seine Trigonometrie Nr. C — CIV. 
— 6) Archiv für Mathem. XVUI, 420—452. — 7) Archiv für Mathem. LA^, 328—332. 
A. Saporetti gab 1887 in den Memorie dell' Accad. r. di Bologna, 4. S. VUI, 
59 — 62 eine elementare Lösung der Gleichung tg y = w tg x. — 8) Archiv für 
Mathem. LXIV, 447 und LXV, 429, sowie in Astronomische Nachrichten XCV, 
Nr. 2261, 69—74 und in Mathem. Ann. XV, 380 und XVI, 629—632. 
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Stücken a^, b^, q; «j, /Jj, y^, bo daß Oj « !L±_^JILf!^ u. s. w. 

tg*~ = — u. s. w. ist." Mit Hilfe dieses Satzes lassen sich die 

e 2 
DiflTerenzen zwischen Seiten und Winkeln in Rechnung ziehen. 

Die Maskelynsche Regel zur Berechpnng der Funktionen kleiner 
Winkel, die wir S. 157 kennen lernten, war von ihrem Erfinder ohne 
Beweis mitgeteilt worden; einen solchen hat wohl zuerst Tralles 1804 
gegeben (siehe ebenda Anm. 3). 1858 ersetzte sie Wolfers^) durch 

die genaueren Formeln: sin x = x (cos' ^ + 45 ^ cos xj und tg x 

= X (sec* ^ -\- Ti^jf ^^^ ^^^ Vernachlässigung von ar* in die früheren 

übergehen, wogegen HilP) schon 1841 sin x = x — «'(l—ioo) 
anführte, ein Wert, der z. B. für x = 0,1 ein in 15 Ziffern richtiges 
Resultat gibt, während man mit der Formel cosa; =1 — 0" (^ "" 6ö) 

1 :r^y noch 

für rp = IP 18' 36" = 0,2 7 richtige Ziffern Uefert.») 

Zur Berechnung der Bögen kleiner Winkel aus gegebenem Sinus 
ersann Bohnenberger*) (1765 — 1831) im Jahre 1826 seine Addita- 
mentenmethode, welche die Benützung der Zahlen S von Callet 
ersetzte (S. 158) und einfach auf der Berechnung von x aus der 
Arcussinusreihe beruhte. Die von ihm konstruierte Tafel gibt an, 
was zu log sin x addiert werden muß (das Additament), um den Loga- 
rithmus des Bogens hinlänglich genau zu liefern. Dieselbe Aufgabe 
löste 1841 Grunert^) auf anderem Wege, indem er, um 9? aus 
cos ^> ^ A oder sin 9? == ^ zu bestimmen, ^ aus JL = tg # berechnete, 
was jederzeit mit der nötigen Genauigkeit möglich ist, dann aus 

cos 9p « tg A^ tg |- = ± ytg (45® — #) und aus sin y = tg ^, 



1} Archiv für Mathem. XXX, 369. Ähnlich auch schon Matzka, ebenda 
Xm, 1849, 188. — 2) Ebenda I, 191—193. Vgl. auch Vincent, Nouv. Ann. I, 
1842, 272 und Lionnet, ebenda U, 1843, 216; endlich Todhunter: Plane 
Trigonometiy, 1859, 87—88 und Rawson, Messenger of Math, m, 1866, 101. — 
3) In Gauß' Nachlaß, Werke VIÜ, 128 findet sich ein anderes Verfahren skizziert. 
— 4) De computandis dimensionibus trigonometricis in superficie terrae sferica 
institutis commentatur Joan. Theoph Fried. Bohnenberger (Tübinger Uni- 
versitätsprogramm), deutsch von A. Hammer, Stuttgart 1885. Vgl. auch Neil 
in Zeitschrift für Mathem. und Phys. 1874, XIX, 324 ff. — 5) Archiv für 
Mathem. I, 73. 
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tg Uö^ — y) '^ ± ytg (45® — -a*) ableitete und mit diesen Formeln 

sich g> yerschaffte. 

Die Differentialformeln f&r ebene und sphärische Dreiecke 
waren, wie wir sahen (S. 156), von Gagnoli bereits in großer Voll- 
ständigkeit zusammengestellt worden. Beiträge hierzu gaben noch 
Mollweide 1807 i) und Wolfers 1847»), der die Hauptformeln der 
sphärischen Trigonometrie einerseits nach allen darin vorkommenden 
Größen differentiierte und dadurch Gleichungen erhielt, die im speziellen 
die bekannten Fehlergleichungen enthielten, andererseits durch Vor- 
nahme einer zweiten Differentiation neue Formeln ableitete. Endlich 
hat A. Hammer namentlich die Formeln för das ebene Dreieck in 
sehr eleganter Gestalt dargestellt^), indem er sie nach vier Fällen: 
Gegeben 1) A a, A ft A y, 2) A 6, A c, A a, 3) A a, A 6, A «, 
4) A a, A 2», A anordnete. Die dem letzten Fall entsprechenden 
Formeln werden in der von ihm zuerst mi^eteilten Form 

648000" 

WO q" = ist, angegeben. Differentialformeln für die Poly- 

gonometrie teilte Christian Ludwig Gerling (1788—1864) in 
seiner „Ausgleichungsrechnung in der praktischen Geometrie", Ebun- 
bürg 1843 (p. 334—340) mit. 

§ 5. Die Goniometrie als ein Teil der Fankticnenlehre. 

Wir haben schon im erst^en Paragraphen dieses Kapitels erwähnt, 
daß man erst in der zweiten Hälfte des 19. Jahrhunderts ganz all- 
mählich von der Definition der goniometrisohen Funktionen als Linien 
zu jener durch Verhältnisse überging, so daß z. B. noch A. Ripsal 
1846 in den Nouvelles Annales (V, 84) und De Morgan in der 
English Cyclopaedia 1861 (VIII, 370) auf die Notwendigkeit der all- 
gemeinen Einführung der letzteren Definition hinweisen konnten. Ja 
selbst Lagrange und Cauchy, die Schöpfer der Funktionentheorie, 
gingen sogar bei ihren analytischen Untersuchimgen noch von der 
alten aus der Geometrie entnommenen Definition aus, wenn auch 
ersterer gelegentlich zeigte, wie man aus der Gleichung e** = cosa; + 1 sina; 
die Additionsformeln und damit die sämtlichen goniometrisohen 
Gleichungen direkt ableiten könne.*) Damit soll jedoch nicht ges^ 



1) Monatliche Korrespondenz von Zach XV, 441. — 2) Archiv für Mathem. 
X, 431. Vgl. anch J. W. Warren in Quarterly Journal of Mathem. XX, 170. •— 
3) Lehrbuch der ebenen und Bphärischen Trigonometrie, Stuttgart 1897, 404 — 406. 
— 4) Le9on8 sur le calcul des fonctions, Le9on X, 2. Aufl. von 1806 in Oeuvres 
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sein^ daß sich nicht^ wenn auch nur yereinzelt^ das Bestreben geltend 
machte^ eine selbständige Theorie der goniometrischen Funktionen 
unabhängig Yon ihrer geometrischen Entstehung und ihrer Bedeutung 
für die Trigonometrie zu schaffen. Da aber eingehende Untersuchungen 
hierüber einer Geschichte der Funktionentheorie angehören^ so lassen 
wir nur einige kurze Bemerkungen folgen. 

Der erste, welcher einen Versuch einer rein analytischen Be- 
gründung der Lehre von den Winkelfunktionen wagte (1812/13), war 
Johann Georg Tralles (1763 — 1H22)*), aber seinen äußerst schwer- 
fälligen Untersuchungen wurde wenig Beachtung geschenkt. 1830 gab 
dann Gudermann*) und 1831 August Leopold Grelle') (1780 — 
1855) nach einer Neubegründnng der Definitionen von sin x und 
cos X durch die Exponentialfunktion eine Theorie jener Funktionen, 
während Karl Heinrich Schellbach (1805 — 1892) eine sehr 
schätzenswerte Abhandlung über die einfachsten periodischen Funktionen 
schrieb*), in welcher er von einer unendlichen Produktform ausging. 
1858 legte J. Heinrich Durege*^) (1821—1893) die Definitions- 

r dx 

gleichung w = / — , a: == sin m zugrunde und verschaffte sich 



/dx 
, X 



durch die Integration der Differentialgleichung + - - = 

das Additionstheorem für den Sinus und damit die Quelle aller Eigen- 
schaften dieser Funktion. Dieser letztere Weg war übrigens längst 
von Euler^) und Ferdinand Eisenstein (1823 — 1852) '), vorbereitet, 
und die Methode steht, wie auch die Schellbachs, in so enger Be- 
ziehung zur Theorie der elliptischen Funktionen, daß ihre zeitliche 
Entstehung nur von dieser aus verstanden werden kann. Auf einer 



de Lagrange, Ed. Serret, X, 110—111. Vorgetragen wurden diese Lektionen 
schon 1799, veröffentlicht zum erstenmal 1801 in S^ance des ^coles Nor- 
males (an IX). 

1) Abhandl. der Berliner Akademie 1812/13, 161—239, gelesen 1810. — 
2) Journal für Mathem. VI, 5 ff. — 3) Ebenda VII, 231 ff. VgL auch A. Cayley 
im Artikel „Function*' der Encyclopädia Britannica, 9. Aufl., XI, 524. — 
4) Journal für Mathem. XLVUI, 1864, 207—236. Eine ähnliche Ableitung aus 



der Formel Six) = xW (l — -^-)c»' , 



wo n von — oü bis + CX) mit Aus- 



schluß der Null läuft, hat 1897 A. Pag^s gegeben: Nouvelles Ann. 1897, S. S., 
XVI, 341—365. — 6) Zeitschrift für Mathem. und Phys. HI, 241. Siehe hierüber 
auch Encyclopädia ' Britannica Artikel „Trigonometry", 672 — 573. — 6) Insti- 
tutiones calculi integralis, Petrop. 1768—1770, I, Sectio 11, Cap. V, besonders 
Probl. 74, Coroll. 1, 431 und Probl. 75, Coroll. 4, 439. — 7) Journal für Mathem. 
XXX, 211—214. 
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ähnlichen Basis wie Tralles hat Eduard Lucas^) (1842—1891) 
1878 eine vollständige Theorie der einfach periodischen Funktionen 
entwickelt^ indem er auch, wie seiner Zeit Gudermann, die Hyperbel- 
funktionen mit einbegriff; R. Götting^) gab 1881 eine elementare 
Ableitung der trigonometrischen Funktionen^ indem er von den De- 
finitionsgleichungen a^_i -f a^^^ = a^a^, a^_^ — a^^^ = b^bj^ ausging, 
wobei aQ^ 2aj^ eine beliebige reelle oder imaginäre Zahl ist und 
^1 "= ± V^o — ^2 darstellt. Mit Hilfe des 2 w -Eckes gelingt schlieB- 
lichy nach Entwicklung der Haupteigenschaffcen obiger Zahlen^ der 

Nachweis, daß y = cos ( A -^j, y = sin ( A^j ist. Eine einheitliche 

Ableitung der Kreis- und Hyperbelfunktionen gab auch J. y. Villar- 
ceau^) in einer Note über die Periode der Funktion e. Desgleichen 
suchte 1895 R. F. Muirhead^) die durch die Funktionalgleichungen 
<p(p^ + y)^v{^)^ (y) + V' (^) 9> (y) imd ^ (a; + y) = ^ (a?) ^ (y) — (p(x)(p (y) 
bestimmten Fimktionen q) (x) und i> (x) mit ^nz elementaren Hilfs- 
mitteln auf und fand, daß unter der Voraussetzung g)(xy+ ^(a;)*=» 1, 
q)(x) = smXj tlf(x)^co8X werden; auch zog er die übrigen durch 
jene Definitionsgleichungen bestimmten Funktionen in den Kreis 
seiner Betrachtung; 1896 hat der Italiener 6. Fubini*^) von dem 
Algorithmus des arithmetischen und geometrischen Mittels ausgehend 
eine elementare Ableitung der Kreis- und Hyperbelfunktionen geliefert, 
und 1897 gab Alexander Chessin^) mit den modernen Mitteln der 
Funktionentheorie eine einwandfreie Begründung der ganzen Lehre 
Ton den einfach periodischen Funktionen und damit auch von 
den Kreis- und Hyperbelfonktionen. 

Wie diese verschiedenen Versuche zur Begründung einer Theorie 
der trigonometrischen Funktionen, so gehören auch die Ableitimgen, 
welche bis auf unsere Zeit für die sie darstellenden Potenzreihen, för 
die Partialbruch-, die Produkt- und KettenbruchentwicMungen gegeben 
wurden, sowie die Methoden zur Gewinnung der zyklometrischen 
Reihen und zur Ableitung und Untersuchung derjenigen Reihen, die 

1) Theorie des functions numeriques simplement pdriodiqneB, Brnzelles 1878 
und in neuer Bearbeitung im American Journal of Mathem. I, 1878. Vgl. auch 
die Darstellung bei S. Günther: „Die Lehre von den gewöhnlichen und ver- 
allgemeinerten Hyperbelfunktionen^^ Halle 1881. — 2) „Die Funktionen Cosinus 
und Sinus beliebiger Argumente in elementarer Darstellung^^ Berlin 1881. — 
8) Comptes rendus de TAcad. Fran9. LXXXTTT, 1876, 694—600. ~ 4) Proceedings 
of the Edinburgh Math. Soc. XIV, 1896/96, 127—184. — 6) Periodico di Matem. 
Xn, 169—178. — 6) American Journal of Mathem. XIX, 1897, 217—268. Be- 
merkt mag noch werden, daß die Ableitung der Periodizität für sin und cos 
aus den sie definierenden Reihen Baltzer gegeben hat. Element. I, 1860, § 26, 
Nr. 7, 148—149. 
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eosmx und smmx (fOr beliebiges m) durch Potenzen von buxx und 
cos 07; oder umgekehrt sin^x und cos'^o; durch die Sinus und Cosinus 
der Vielfachen des Argumentes ausdrücken, einer Geschichte der 
Funktionentheorie an, so daß wir uns auch nach dieser Richtung auf 
eine kurze Orientierung beschranken können. 

Was zunächst die für die Multiplikation und Teilung der trigono- 
metrischen Funktionen wichtigen Entwicklungen von coswa? und 
sin m X anlangt, so finden sich die meisten der hier in Betracht 
kommenden Gleichungen schon in Mauduits uns längst bekannten 
„Principes d* Astronomie spherique" von 1765 in allgemeiner Form, 
allerdings ohne Beweis zusammengestellt, Lagrange hat dann in 
seinen „Le9ons sur le calcul des fonctions'^ 10 Reihen für cos m x 
und sinmo; angegeben^), die teils nach steigenden, teils nach fallen- 
den Potenzen von sin x, resp. cos x allein fortschreiten, indem er sie 
mit Hilfe des Moivreschen und des Binomialtheorems ableitete, während 
Cagnoli^J acht unter ihnen nur mit elementaren Mitteln entwickelt 
hatte. Den 10 Formeln Lagranges fügte dann Lacroix^) die noch 
fehlenden vier hinzu, kümmerte sich aber ebensowenig wie seine Vor- 
gänger darum, welche von diesen Reihen und innerhalb Reicher Grenzen 
sie für einen nicht ganzzahligen Wert von m gültig sind; diese 
Frage hat erst Cauchy*) in seinem „Cours d'Analyse" 1821 für die 
beiden nach cos o; und sino; zugleich fortschreitenden Reihen und in 
seinen „Exercises de mathematiques^^ 1826^) für einige der übrigen 
endgültig gelöst.^) 



1) A. a. 0. 114 — 117. Was die mit dieBen Gleichungen für ganzzahliges 
m in Beziehung stehende Ereisteüungsgleichungen (sie ergeben sich für mo; 
s^ 2kn) anlangt, so bemerken wir nur, daß die Frage ihrer algebraischen Lös- 
barkeit (S. 163 Anm. 4) durch Gauß' berühmte Disquisitiones arithmeticae 
Lipsiae 1801, 4®, VII. Abschnitt endgültig erledigt wurde. — 2) Cose Trigono- 
metriche a. a. 0. 9 ff. und Trigonometria 1808, 106—107. — 3) Traitä du calcul 
diffdrentiel et integral, 2. Aufl. 1810, 86. — 4) Oeuvres 11, Serie lU, 248 — 
6) Sur Tanalyse des sections angnlaires, Oeuvres U, Serie VI, 16—17. — 
6) Poinsot stellte an Lagrange anschließend in „Recherches sur Tanalyse 
des sections angulaires", Paris 1826, 4^, allgemeinere Entwicklungen von der 
Form auf: cos ma; = {{i"^ + «""*) Po + i (»'""^ + t^""*) m P, wo P^ 
= 1 + — - cos' j; -| ^—— ^cos*a;H undP= cosä — - — — cos'a;-| 

sind, und hielt sie für alle Werte von m für g^tig. Brinkley griff ihre 
Richtigkeit an in Dublin philos. Journal 1826, 291, aber 1841 wurden sie wieder 
neu abgeleitet in The Cambridge mathem. Journal 11, 129. 1880 gab Grelle 
eine Entwicklung mit Berücksichtigung der Konvergenz im Journal für Mathem. 
V, 197, 1836 eine solche Grunert im Supplement zu Klügel II, Artikel Gonio- 
metrie, und 1846 nach einer neuen Methode R. Moon in Cambridge mathem. 
Journal IV, 260 und ebenda D. F. Gregory für gebrochenes m. Von neueren 
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In engster Beziehung zu diesen Reihen stehen die Entwicklungen 
von cos"*:«; und sin'^it; nach Cosinus und Sinus der Vielfachen des 
Argumentes. Wie wir wissen^ hatte schon Euler solche angegeben 
(S. 108), die für ganzzahlige m YÖllig richtig sind, dagegen bemerkte 
Poisson 1811 zuerst^), daß sie für gebrochene Werte von m zu 
falschen Resultaten fähren, und diese Bemerkung veranlafite eine 
ziemlich umfangreiche Literatur, die sich bis zu einer Abhandlung 
von Kummer 1835*) und noch weiter fortsetzte, auf die wir aber 
hier nicht näher eingehen können.') Auch in diesem Gebiet hat 
wieder Cauchy durch seine Konvergenzuntersuchungen zuerst Klar- 
heit geschaffen. 

Zur Entwicklung der trigonometrischen Funktionen in 
Potenzreihen wurden verschiedene Methoden angewandt. Eine ist 
die Methode der Grenzen, wie Lagrange das von Euler schon 
in den Introductio (siehe S. 105) gebrauchte Verfahren nannte. Das- 
selbe ist in präziserer Form nachmals noch oft wiederholt worden. 
Ganz einwandfreie Ableitungen mit Grenzbetrachtungen hat zuerst 
Cauchy im Cours d' Analyse*) 1821 und in den R^sumes analytiques*) 
1833 gegeben, und zwar an ersterer Stelle, indem er von den Reihen 
für sin mx und cos mx ausging, an der zweiten Stelle, indem er den 

Grenzwert lim (1 -\ ) = e** = cos x + i sinx benützte und aus der 

Reihenentwicklung für e** die beiden Reihen für sin x und cos x ge- 



Arbeiten wollen wir nur Catalan, Nonvelles Ann. 3. Serie U, 1883, 529 and 
M. d'Ocagne, Nieuw Archief voor wiskunde, Amsterdam XVII, 229 — 232 an- 
merken, der eine elementare Ableitung gab. Über Multiplikation und Division 
der Kreis- und Hyperbelfunktionen schrieb auch W. Trzaska 1878, Denkschr. 
der Pariser Gesellsch. der exakten W. und F. Caldarera Giomali di Matern. 1897. 
1) Corresp. sur F^cole Polytechnique IL, 212. — 2) Journal für Mathematik 
XIY, 110. Er gibt dort ganze Klassen von Reihen an, unter denen sich auch 
einige von Fourier in der Theorie de la chaleur 1822 angeführt finden. — 
3) Die ältere Literatur hierüber findet sich in Grunerts oben angeführtem 
Artikel 700—701 angegeben und deckt sich teilweise mit jener, die wir für die 
Entwicklung von sinmo;, costno; anführten. — 4) Oeuvres II, Serie HI, 248—264, 
auch faßte er hier bereits die Konvergenzgrenzen ins Auge. — 5) Oeuvres 2. S. 
X, 133 ff. Eine Ableitung mit Grenzbetrachtungen, die sowohl von der An- 
wendung des Imaginären als auch von der Methode der unbestimmten Koeffi- 
zienten frei ist, hat Schlömilch 1844 im Archiv für Mathem. V, 326 ff. gegeben; 
vgl. auch Grunert ebenda 1867, XXIX, 462—473 und seine „Mathematischen 
Abhandlungen^', Altona 1822, I. Sanmilung, femer Supplement zu Klügel I, 
508—614. Das Imaginäre benützend hat derselbe 1846 (VIII, 272—317) unter 
anderem auch die Entwicklung der trigonometrischen Funktionen vom Stand- 
punkte der damaligen Analjsis behandelt. — Eine elementare Ableitung gab 
auch.E. Sang im Journal of the r. Soc. of Edinburgh IX, 400—402. 
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wann. Dagegen entwickelte Lagrange^), und viele folgten ihm darin 
nachy die fraglichen Reihen mit Hilfe der Maclaurinschen Beihe^ 
wahrend wieder andere^ darunter Lacroix in seinem yielgelesenen 
Traite du calcul etc.^ die alte Methode der unbestimmten Koeffi- 
zienten anwandten und die Koeffizienten teils elementar, teils mit 
Differentiabechnung aufsuchten. ') 

Eigentümliche Reihen hat Schellbach in der schon erwähnten 
Abhandlung (S. 216, Anm. 4) für alle trigonometrischen Funktionen 
gegeben *), indem er Ton der Partialbruchzerlegung derselben ausging, 
die dann später (1868) wieder eingehend Schröter*) und 1879 
FrenzeP) behandelten. Ähnliche Reihen wie Schellbach stellten 
auch Glaisher«) 1878 und David^) 1883 auf. 

Übrigens zogen diejenigen Autoren, welche sich mit allgemeinen 
fnnktionen theoretischen Untersuchungen beschäftigten, natürlich auch 
die ReihendarsteUungen der zyklometrischen Funktionen in den 
Eireis ihrer Betrachtungen und nahmen auch die schon von Johann 
Bernoulli und Euler gegebenen Produktdarstellungen der trigono- 
metrischen Funktionen wieder auf. Für die ersteren gab Cauchy 
die Konvergenzgrenzen an, und was die letzteren betrifft, so war er 
ebenfalls der erste®), der eine strenge Ableitung mitteilte^ indem er 



1) Le9on8 sur le calcul des fonctions, Le9on Y, Oeuvres X, 40—47 und 
Theorie des fonctions, Paris 1818, Oeuvres IX, Chap. IQ und IV. — 2) Diese 
Methode wurde auch in neuester Zeit wieder angewendet, indem z. B. John 
Jack in den Proceedings of the Edinburgh Math. Soc. Vm, 1894—95, 132—186 
die trigonometrischen und zyklometrischen Reihen unter Annahme der Reihen- 
form aus den Additionstheoremen dieser Funktionen ableitete. — 8) A. a. 0. 
236—286. Schellbach hat 1887 (Journal für Mathem. XVI, 363 und XVÜ, 32) 
auch eine eigentümliche geometrische Entwicklung der Potenzreihen transzen- 
denter Funktionen, darunter auch der unsrigen, mit einer eckigen Spirale 
mitgeteilt. — 4) Zeitschr. fflr Math, und Phys. XIII, 254. — 6) Ebenda 
XXrV, 316. — Auch Glaisher gab 1880 in Quarterly Journal of Math. XVÜ, 
211 Ableitungen der Partialbruchreihen für ctg x und cosec o;, und R. D. 

Bohannan entwickelte 1884 die Funktionen -; , , tax und ctg a; in 

sm ic cos a: 

Summen von der Form 

Annales of Mathem. I, 49—50. Vgl. auch De Presle, Bulletin de la 
Soci^t^ Mathem. de France XVI, 1888, 143—144. — 6) Messenger of 
Mathematics VE, 77. — 7) Bull, de la Soci^tö de France XI, 72—76. — 
8) Cours d'analyse alg^brique Note Vlll und IX. Eine exaktere Ge- 
staltung des Eulerschen Beweises hatte schon S. L'Huilier versucht in 
Mdmoires de TAcadämie de Berlin 1788/89, 326, und ein Jahr nach Cauchy 
gab Grunert, jedenfalls ohne dessen Entwickelung zu kennen, ebenfalls einen 



sin X 
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seine Konvergenzuntersuchungen auch auf die Produktform ausdelmte. 
Später wurde Cauchys Beweis durch 0. Rodrigues^)^ Duhamel^)^ 
Hoppe') und Schlömilch*) vereinfacht, Schröter^) bemühte sich, 
eine möglichst elementare Darstellung zu geben, und Frenzel*) er- 
hielt die fraglichen Formeln, an Cauchy und Weierstraß an- 
schließend, in seiner Darstellung analytischer Funktionen durch Pro- 
dukte und Partialbruchreihen, als spezielle Beispiele. 

Wenden wir uns nach diesem kurzen Überblick über die analy- 
tische Trigonometrie zur elementaren Goniometrie zurück. Die 
für praktische Zwecke notwendigen Formeln waren längst bekannt, 
auch die Überführung komplizierterer goniometrischer Relationen 
zwischen drei Winkeln (gewöhnlich Winkel eines ebenen Dreiecks) in 
logarithmische Form bot nach allgemeiner Einführung der Eulerschen 
Schreibweise keine Schwierigkeiten mehr, so daß es auch, wenn dies 
überhaupt möglich wäre, kein weiteres Interesse böte, den ersten Autor 
jeder Einzelformel nachzuweisen. Schon in örunerts Supplement 
zu Klügeis Mathematischem Wörterbuch 1836 (II, 611—622) findet 
sich eine Menge solcher Relationen zusammengestellt, und in den 
größeren Kompendien der Neuzeit fanden dieselben noch bedeutende 
Vermehrung. 

Eine wirkliche Bereicherung erhielten die Formelsysteme der 
Goniometrie im Laufe des 19. Jahrhunderts durch die zahlreichen 
Identitäten zwischen den Funktionen mehrerer Winkel, welche teils 
bei praktischen Reduktionen, teils im Anschluß an die Aufstellung 
der Formelgruppen in der Theorie der elliptischen Funktionen ge- 
funden wurden. Gauß gab schon 1809 in seiner „Theoria motus" 
(p. 92) bei Gelegenheit der Aufsuchxmg der Beziehungen verschiedener 
Bahnörter eines Planeten die Identitäten: 



Beweis für die Froduktzerlegang in seinen „Mathemat. Abhandlungen^^ Altona 
1822, I. Sammlung, der jedoch jenen Cauchys an Strenge nicht erreichte. — 
Allgemein ist zu bemerken, daß wohl Gauß schon 1812 in seiner Arbeit über 
die hypergeometrische Beihe (Werke IQ) ein erstes Beispiel einer exakt durch- 
geführten Eonvergenzbetrachtung für die Reihen gegeben hat, und daß Bern- 
hard Bolzano 1817 die allgemeine Eonvergenzbedingung sogar strenger als 
vier Jahre später Cauchy faßte, daß aber erst des letzteren Lehrbuch den Ge- 
danken von der Notwendigkeit exakter Eonvergenzuntersuchungen in weitere 
Ereise brachte. Über die Eonvergenz unendlicher Produkte vgl. auch Prings- 
heim, Math. AAn. XXXIII, 119 ff. 

1) Journal de Mathem. pures et appl.Yür, 1848, 217. — 2) Ebenda XIX, 
1854, 121. — 3) Archiv ftir Mathem. XXVII, 1866, 170. — 4) Zeitschr. für 
Mathem. und Phys. III, 1858, 889. — 6) Ebenda XUI, 1868, 254. — 6) Ebenda 
XXIV, 1879, 816. 
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sin Ä sin (C- - B) + am B sin {A - C) + sin C sin {B- A)^Q 
und 

cos A sin {C-B) + cos B sin (^ - C) + cos C sin (J5 - Jl) - 0, 

welche 1812 Mollweide wiederfand^) und aus dem Ptolemäischen 
Satze für das Sehnenviereck ableitete. Der berühmte Astronom P. W. 
Bessel^ (1784 — 1846) kam bei der Auffindung des von ihm für 
neu gehaltenen Pascalschen Satzes vom Sechseck auf die Identität: 

cos {B - fe) sin {A-\-a + N)-c^B{A-a)^m{B+h + N) 
= sin (a - h) cos {A + B+N) + sm{A-B) cos {a + b+ N), 

von der es 10 „Varietäten" gäbe. 1876 teilte A. Cayley*) die Iden- 
tität mit: 

; sin (^ + F) sin {B + F) sin {C + F), cos -F, sin F 

sin {A + G) sin {B + G) sin {C + ö), cos G, sin G - 0, 
I sin (J. + H) ^m{B + H) sin (C + H), eosH, sin JT 

wenn A + B + C + F + G + H = int, während R. F. Scott*) für 
den Fall des Nichtbestehens dieser Bedingungsgleichung eine ähnliche 
Relation angab. Aus dem Jahre 1880 stammt dann eine Reihe von 
sehr allgemeinen Identitäten zwischen 4 Winkeln^ die J. W. Glaisher 
(geb. 1848) aufstellte. Die eine Gruppe gewann er, indem er in 
algebraischen Identitäten die Größen durch Winkelfunktionen ersetzte^), 
die andere Gruppe folgte aus Formeln über elliptische Funktionen, 
wenn man dem Modulus k den Wert Null erteilte.*) Von den ersteren 
führen wir als Beispiel nur die Relation an: 
sin a sin 6 sin c sin d = sin a sin V sin c sin d' + sin a" sin 6" sin c ' sin d", 

wo a' = I (- a + fe + c + d), 6' = i (« - * + ^ + d) u. s. w. 
a" => I (a 4- ft + c + d), 6" = | (a + 6 — c — d) u. s. w. gesetzt ist; 
eine Formel der zweiten Gattung ist: 

6*1 = sin Aj $2 = sin (B — C), s^ = sin B, s^ = sin (^C — A), s^ = sin C, 
5ß = sin (A — B). 

1) Zach, Monatl. Correspondenz XXVI. — 2> Werke I, 368, oder Brief- 
wechsel mit Olbers II, 138. — 3} Messenger of Mathem. V, 164 oder Collected 
papers X, 16. — 4) Messenger of Mathem. VIII, 156. — 5) Proceedings of the 
Cambridge Philosoph. Soc. III, 1880, 319—329 und Messenger of Math. VIII, 
46, 47, 54 — 66. Cayleys Identität ergibt sich hier als spezieller Fall einer 
weit allgemeineren. Ferner gab Glaisher Identitäten an in Messenger IX, 124 
und in Association Fran9aise 1880. — 6) Messenger of Math. VTII, 95—97 und 
Report of the British Association 1880, 477. Ähnlich Hart in Messenger 
IX, 191. 
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Mit Glaishers Identitäten haben sich auch Charles Hermite^) 
(1822 — 1901) und N. Goffart*) beschäftigt^ ersterer, indem er ein 
Resultat Glaishers verallgemeinerte^ und letzterer^ indem er die mit 
elliptischen Funktionen erhaltenen Formeln elementar ableitete. Die 
hier von Her mite erhaltene sehr allgemeine Relation lautet: Ist 

^ . . %m (x — f) Bm{x — g) ■ ■ ■ sin (x — s) . ,,..,, , ^t 

fix)^'-. ; T- — / i^x — •-/ n9 WO im Zahler und Nenner 

* ^ ^ 6m (x — a) sin (a: — 6) • • • sin {x — i)' 

gleich viele Faktoren stehen^ dann folgt 

A + B+'" + L + F+"- + S=-0, wenn A=^f(a), B ^ f(b) ^ - 

(mit Weglassung der verschwindenden Faktoren)^ so daß z. B. 

^ ^ sin (o — /) sin (g — ^) • • • sin (g - g ) .^^ ,. 
\ sin (o — 5) sin (g — c) • • • sin (g — t) ' ^ 

Außer dem von Glaisher angewandten Übertragungsprinzip 
algebraischer Relationen in trigonometrische haben George Dostor 
und Emile Lemoine noch andere in Vorschlag gebracht. Ersterer 
zeigte*), daß man aus jeder Relation zwischen den Winkeln eines 
Dreiecks eine neue erhält, wenn man die Winkel entweder durch die 
Komplemente ihrer Hälften oder durch die Supplemente ihrer doppelten 
Werte ersetzt, letzterer aber gab ein noch allgemeineres Transforma- 
tionsverfahren an.^) Sind nämlich JL, 5, C drei Winkel eines ebenen 
Dreiecks, also A + B+C = 7C, hat man zwischen ihnen eine Iden- 
tität F(A, B, C) = und ersetzt man in ihr A durch fi(A, B, (7), 
B durch /i(-4., B, C) und C durch f^{Ay i?, C), wobei wieder 
/i + /i + /jj =» ^ ist, so ist jF'(/i, /i, /i) = eine neue Identität 
zwischen den Winkeln A, B, C. Als speziellen Fall behandelt er 
dann die fruchtbarste dieser Transformationen, nämlich A ^ — A, 
B = 71 — By C = üc — C, die allein von praktischem Interesse ist, und 
nennt sie „transformation continue." Mit ihr ergeben sich auch aus 
den bekannten trigonometrischen Sätzen andere teils neue, teils auf 
direktem Wege schwerer zu erhaltende. 

1) Nouvelles Annales 8. Serie IV, 1886, 57. — 2) Ebenda 1884, m, 104— 
109. — 8) Vgl. auch eine hierher gehörige, aber weit weniger allgemeine Identität 
zwischen drei Winkeln, die Fouret 1888 in Nouv. Ann. Serie 3, 11, 262 — 266 
anschließend an II, Serie 2, 623 entwickelte. — Formeln über Dreieckswinkel 
veröffentlichten Abbä E. Gelin in Mathesis 1888 Suppl. und Catalan, ebenda 
188 in großer Zahl. — 4) Nouvelles Ann. 1880, S. 2, XIX, 862—367. Vgl. auch 
Archiv für Mathem. LXV, 1880, 188—192. — 6) Nouv. Ann. 1898, S. 8, XII, 
20—36, sowie in Association Fran^aise 1891, 118—180; 1892, 68—64, 81—92, 
in Mathesis 1892, 68 und 81, in Nouv. Ann. 1893, 20—86, Mathem. Papers read 
at the intern. Congress of Chicago, New York 1896, 166 — 164, femer noch im 
Journal ^lämentaire 1892, 62, 91, sowie in Proceedings of the Edinburgh math. 
Soc. 1896, Xin, 2—26. Vgl. auch Ponlain im Journ. ^Idmentaire 1892, 110, 
183, 161 und Michel, ebenda 1893, 29—38. 
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§ 6. Die Zyklometrie im 19. Jahrlinndert. Tafeln. 

Wir haben schon erwähnt, daß die Behandlung der K-ngst be- 
kannten Reihen für die zyklometrischen Funktionen parallel ging mit 
jener der trigonometrischen*), was einerseits in der Zusammengehörig- 
keit der beiden Funktionsklassen, teils darin seinen Grund hat, daß 
man sie eben nur mehr als Glieder der allgemeinen Funktionentheorie 
auffaßte, die sich unserer weitern Berichterstattung entzieht. Doch 
wollen wir auf einige Einzelheiten hinweisen, die eine Sonderstellung 
einnehmen, und namentlich die Auffassung des Quadratur- und Rekti- 
fikationsproblems fiir den Kreis, die das 19. Jahrhundert brachte, 
kurz besprechen. 

Zunächst treffen wir im Jahre 1815 auf eine Abhandlung von 
Stainville*) (Melanges d'analyse), in welcher er (p^ durch eine nach 
steigenden Potenzen von sin (p fortschreitende Reihe darstellte; hieran 
anschließend gab dann 1828 Scholz*) eine ebensolche für ^j", und 
Scherk stellte 1834^) auf anderem Wege als seine Vorgänger das 
Koeffizientengesetz für diese Reihe auf. Vielfach neu abgeleitet wurde 
auch die von Euler herstammende Produktentwickelung 



( X X X ' \ 

sm a? : | cos y cos -^y cos g, • • • [ 



it 



(S. 117), welche für x ^ -^ zuVietas bekannter Darstellung von % 

führt; wir nennen nur A. Grunert^), L. Realis^) und L. Seidel'), 
die sieh hiermit beschäftigten, während Dobinski**) Produkte von 

der Form JJ cos (2' ~ ^ a) ^ JJ co8 ~ betrachtete und im speziellen 
daraus Vietas Formel ableitete. Letztere gewannen auch Barrois®) 



1) Daraus folgt jedoch nicht, daß nicht anch bis in die neaeste Zeit her- 
ein selbständige Ableitangen der Arcusfunktionen erschienen, teils mit elemen- 
tarer, teils mit höherer Rechnung. Solche Einzelarbeiten lieferten Raabe, der 
1843 eine Ableitimg der Reihe för aresin x mit Integralrechnung gab: Journal 
für Mathem. XXV, 169, dann Cheviiliet in Nouvelles Annales XIII, 1874, 209, 
L. Geoffroy und V. Jamet gaben elementare Entwicklungen l'flr arctg x in 
Recueil math^matique a Tusage des ^coles speciales Y, 1881, 49 und 97, sowie 
in Mathesis II, 62. Ebenso R. Chartres in Nature XLII, 1890, 841 und F. 
Giudice, der in Periodico di Matematica V, S3 — 36 eine elementare Herleitung 
der Reihe für aresin x mitteilte u. s. w. — 2) Vgl. auch die Darstellung von 
Grunert im Supplement zu Klügel I, 529 — 638. — 3) Journal für Mathem. 
m, 70. — 4) Ebenda XI, 101—116. — 6) Mathem. Abhandlungen 1822. — 
6) Nouv. Ann. 2. Serie IX, 1870, 12—20. — 7) Journal für Mathem LXXIII, 273— 
292. — 8) Archiv für Mathem. LXI, 1878, 434—438. — 9) Annales de Mathem. von 
Gergonne IV, 360—364. 
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1813, GrebeundScheffler*) 1849 und wieder neuerdings Ligowski^), 
Dickstein^) und Glaisher*) in etwas allgemeinerer Gestalt auf 
ganz elementarem Wege, die letzteren beiden jedoch, wie es scheint, 
ohne Kenntnis der Vorarbeiten. (Vgl. auch S. 117, Anm. 1). 

Damit sind wir zur Besprechung der Fortschritte gelangt, welche 
im 19. Jahrhundert iu der Behandlung des Problems der Quadratur 
und Rektifikation des Kreises gemacht wurden, müssen aber auch hier, 
wie in den frühem Kapiteln, die denselben Stoff behandelten, auf 
eine detaillierte Darstellung verzichten. Die einschlägigen Unter- 
suchungen erstrecken sich nach drei Richtungen. Einmal wurden 
neue Reihen für die Zahl % aufgestellt, dann wurde die numerische 
Berechnung und die angenäherte konstruktive Darstellung 
derselben gefördert und endlich der zahlentheoretische Charakter 
dieser Zahl ergründet, wodurch die endliche Erledigung des Jahr- 
tausende alten Problems der Kreisquadratur, allerdings in negativem 
Sinne, möglich ward. 

Was die Darstellung von ä durch unendliche Reihen anlangt, so 
hat J. W. L. Glaisher eine ganze Menge von Reihen mitgeteilt, die 
er aus den Entwicklungen 

und 

1 1 1,1,1 
cosec X ^ j r — h — f-Ti ' • • 

erhielt^), unter denen sich natürlich auch schon bekannte befinden; 
auch neue Kettenbruchentwicklungen gibt er daselbst an.^) Grunert 
und Beltrami, Alexejeff und Dobinski') fanden unabhängig von- 

1) Archiv für Mathem. Xu, 1849, 181 und XIU, 419. — 2) Archiv für 
Mathem. LV, 1873, 218. — 3) Ebenda LVI, 382. — 4) Mesaenger of Mathem. 
2. Serie, VU, 1878, 191 und ebenda IX, 124, siehe auch Hart 191. Eine Separa- 
tion der in Vietas Formel übereinander liegenden Wurzeln hat Maurice 
Fouch^ gegeben: Bullet, de la Sociöt^ de France. XVm, 1890, 186—188. — 
5) Quarterly Journal of Math. XU, 1872, 232—289. Vgl. auch Mesaenger of 
Math. Vn, 1878, 77 (S. 219 Anm. 6). Die eben mitgeteilten Reihen für ctg x 
und coaec x hat schon Euler in der Introductio in Analyain I, Nr. 178 gegeben. 
Vgl. auch Lebesgue im Joum. dea Mathäm. XI, 1846, 78. — 6) Det schon 
von Euler in Comm. Acad. Petrop. XI, 1739, 48 gegebene Eettenbruch wurde 
wieder neu gefunden von Stern, Journal für Mathem. 1888, X, 1 — 22 und von 
Sylveater, Philosoph. Magazine 1869, XXXVÜ, 878—376. Glaiaher wies dann 
im Mesaenger of Mathem. IV nach, daß deraelbe aus einer Differentialgleichung 
erhalten werden kann. — 7) Grunert: Archiv für Mathem. 1867, XLVII, 862. 
Dort zitiert er Beltrami, Giomale di matem. 1867, 189 und bemerkt, daß 
Antonio Boiti die Relation bewiesen habe. — Alex^jeff in Bulletin de 
Mathem. von Darbaux 2. S. I, 44. — Dobinski, Archiv für Mathem. LXIII, 
1878, 400. Siehe auch die Reihe p. 880. 
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gas 00 

einander die Reihe ^ arctg^ = ^^ E. Catalan^) gab 1865 die 
Reihe: 

welche für if = eine schon seit Enler bekannte und nachmals 
wiederholt abgeleitete Reihe für x enthält*), und F. Lucas') teilte 
die rasch konvergente Reihe 

m — ao 

* = 1 _ 16 V L_ mit. 



' - '^2<f 



„ ^ m + 1)« (4m + 8)» (4m + 6)» 

Die numerische Berechnung der Zahl sr wurde im 19. Jahrhundert 
bedeutend gefördert, allerdings weniger in der Verbesserung der 
Methoden, die in der Hauptsache dieselben blieben, wie sie J. Machin 
angeregt und Euler ausgebildet hatte, als yielmehr in der Vermehrung 
der SteUenzahl für n. So hat William Rutherford*) (1798-1871) 

1841 aus der Formel ^ = 4 arctg | — arctg ^ + arctg ^ 208 Dezi- 
malen berechnet, wovon aber nur 152 richtig sind; der bekannte 
Schnellrechner Johann Dase^) bestimmte 1844 205 Dezimalen aus 

der Formel arctg \ + arctg j + arctg i = -^^ ^^^ denen 200 korrekt 

sind. Selbst Gauß*) beschäftigte sich in zwei Perioden seines Lebens, 
am Anfang des Jahrhunderts und 1846 — 1847, mit der Berechnung 

von 3r aus den Formeln: y = 12 arctg -^ + 8 arctg ^ — 5 arct^ -^ 

= 12 arctg ^ + 7 arctg 8^9 + 20 arctg /^ + 24 arctg -^^. Hierauf be- 
zügliche Rechnungen fanden sich in seinem Nachlaß. Thomas 
Clausen (1801—1885) lieferte femer 1847 248 richtige Stellen für 
ä') und William Shanks und Rutherford*) gaben 1853, der 

1) Mämoires de TAcad^mie Belgique XXXTTT. — 2) Sie findet sich in den 
Institiitiones calculi differentialis, pars n, Petersburg 1755, 296, ergibt sich auch 
ans der von uns schon S. 115 angeführten Reihe Eni er s und wurde nachmals 
2. B. von Polster in den Blättern für das bayr. Gymnasial- und Realschulwesen 
XV und im Archiv für Math. LXTTl, 1879 wieder abgeleitet. — 3) Comptes 
rendus de PAcad. de Paris CXn, 1891, 1060—1061. — 4) P. T. 1841, 283, vgl. 
auch Proceedings of the Royal Society 1853, VI. — 6) Journal für Math. XXVII, 
198. Die Berechnung geschah in zwei Monaten, veranlaßt von Professor Schulz 
Strasznicky in Wien. — 6) Werke U, 497, Bemerkung von Schering hierzu 
p. 526. Vgl. auch E. Frisby, Bull of the philos. Society of Washington I, 
1880, 67—61. — 7) Astronomische Nachrichten XXV, col. 207. — 8) Proceedings 
of the Royal Society 1863, 273 oder „Contributions of Mathematics comprising 
chiefley the Rectification of the Circle'^, Duxham 1853. 

T. Brftnnmflhl, Oatohichte der Trigonometrie. II. 16 
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erstere 607, der letztere 440 richtige Dezimalen an, während Richter^) 
in Elbing, der diese Kechnungen nicht kannte, jt zuerst auf 333, dann 
auf 400 und schließlich auf 500 Stellen bestimmte. Am weitesten 
aber trieb Shanks die Rechnung, indem er 1873/74 707 Dezimalen 
erbrachte.*) 

Außer der stellenweisen Berechnung der Zahl n wurde auch die 
näherungsweise Rektifikation und Quadratur des Ej-eises vielfach ge- 
fördert. Da wir jedoch keine Geschichte der Kreisquadratur schreiben, 
so heben wir aus den zahlreichen fast in jedem Jahre erschienenen 
Arbeiten hierüber nur einige, die uns die wichtigsten dünken, heraus. 
Ger gönne erwähnt im VIII. B. der Annales de Mathematiques 1818 
mehrere angenäherte Rektifikationen, so eine von 1798'), dann eine 
von 1816 von unbekanntem deutschen Autor aus der Formel 



3C = |>^6(20-3]/3)=«3,1415|3 ...*) und endUch die beste von 
Pioche, welche auf der Formel n = ^^^-^^^ - 3,1415925|534 . . . 

beruht und also % auf 7 Stellen genau gibt. Eine ähnliche gab erst 
wieder 1901 E. Reichenbächer in Halle. ^) 5 richtige Dezimalen 
von % liefert die von einem Studenten Specht*) 1828 gegebene Formel 
3t « ^1 |/l46 = y • " l/i + (V)^, welche leicht geometrisch zu kon- 
struieren ist. 1849 gab Grunert'') eine einfache geometrische Eon- 

365 4' 

struktion des bekannten Näherungswertes ttö ==" 3 + wj-x-gi für ä; 
W, Hayden®) stellte 1872 die Näherungsformel auf: 

^ - 1 + ^« y ^«1<^^« «^ ^- 8-I2 P > 

r ^ i(|/lÖ ~ ]/5) ;r = 3,141592|7 . . . liefert; F. J. van den Berg») 
gab 1878 8 Näherungskonstruktionen an und A. H. Anglin 



1) Archiv für Mathematik XXI, 119, XXE, 473, XXÜT, 1864, 476 (Be- 
richtigungen), XXV, 1865, 471—472 und Elbinger Anzeiger Nr. 86, 1864. — 
2) ProceedingB of the Royal Soc. XXI 318—319 und XXE, 46—46. Alle diese 
Rechner bedienten sich im Grunde genommen derselben Methode. Zu verbessern 
suchte sie Lehmann, indem er (Archiv für Mathem. XXI, 121) die Arcus- 
tangensreihe durch Multiplikation mit gewissen Größen konvergenter zu machen 
suchte. Darin glaubte er den von Lagny seiner Zeit angewandten Kunstgriff 
erkennen zu müssen. Eine etwas andere Einrichtung als die genannten gab 
Studni6ka den Formeln zur Berechnung von n: V^stnik VIU, Nr. 6, 306—808, 
vgl. Fortschritte der Mathem. 1899. — 3) In Mascheronis Geometrie du 
compas, 248 der französischen Übersetzung von Duprat. — 4) Biblioth^que 
universelle m, 221. — 6) Zeitschrift für math. und naturw. Unterricht XXXII, 
275. — 6) Journal für Mathem. HI, 83 und 406. — 7) Archiv für Mathem. XII, 
98. — 8) Proceedings of the Royal Soc. of London XX, 625—626. — 9) Nieuw 
Archief voor wiskunde, Amsterdam IV, 200—204. 
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1884/85 deren 9*). 5 Dezimalen liefert endlich auch die Formel 
Ä « 3 + ^ö(co8 16® + 0,45) von Jicinsky*), während die nur 2 be- 
ziehungsweise 3 Dezimalen liefernden Formeln n = )/2 + )/3 *), und 
jt «= ")/51 — 4*) einfache Konstruktionen veranlassen. Auch die Japaner 
haben sich mit Herstellung von Näherungsformeln beschäftigt. (Vgl. 
hierüber die Zeitschrift der phjs.-mathematischen Gesellschaft in Tokio, 
Vn, 24—26 und VUI, 47—53.) 

Die Frage, ob die Lösung des uralten rroblems der Kreis- 
quadratur mit Zirkel und Lineal möglich sei, hatte, wie wir sahen, 
schon verschiedene hervorragende Geister beschäftigt und die allmäh- 
lich erstarkende Analysis ermöglichte es Lambert und Legendre 
am Ende des 18. Jahrhunderts, in der Beantwortung dieser Frage 
einen bedeutenden Schritt vorwärts zu tun, indem sie dieselben in 
den Stand setzte, die Irrationalität von x zu beweisen. Im 
19. Jahrhundei-t hat Gauß^) einen neuen und strengen Beweis hierfür 
erbracht, der übrigens erst durch die vor kurzem erfolgte Veröffent- 
lichung aus seinem Nachlaß bekannt wurde, und der auf dem Gebiete 
der Algebra rühmlichst bekannte Italiener Paolo Ruffini glaubte 
sogar einen Beweis für die vollständige Unmöglichkeit der Lösung 
des Problems im genannten Sinne erbringen zu können*), indem er 
an Untersuckungen von Newton (S. 66 Anm. 1) anknüpfte. Ein 
solcher Beweis konnte jedoch erst gelingen, nachdem Joseph Liou- 
ville (1809—1882) 1844 und 1851') auf die transzendenten Zahlen 
aufinerksam gemacht, ihre Definition und einen Beweis ihrer Existenz 
gegeben hatte, der von Georg Cantor 1874 wesentlich vereinfacht 
wurde.®) An Ch. Hermites Nachweis der Transzendenz der Zahl e^) 
anknüpfend, gelang es endlich Ferdinand Lindemann (geb. 1852) 
1882^^) die Frage über die Kreisquadratur in dem Sinne zum Ab- 
schluß zu bringen, daß eine geometrische Lösung auf algebraischer 
Gnindlage (d. h. mit algebraischen Kurven oder Flächen) überhaupt 

1) Messenger of Mathem. 2. Serie Xm, 166—167 und XIV, 186—189. ~ 
2) Mitgeteilt von Studnicka: V^stnik VIII, Nr. 6, 306—308. — 8) Im Journal 
de Mathdm. el^mentaires 4. Serie IV, 1896, 77 gibt D'Ocagne nach dieser 
Formel eine sehr einfache Konstmktion. — 4) Ant. Pleskot ebenda 126 — 126. 
Vgl. auch E. Lemoine, Bull, de la Society Mathem. de France XXIII, 242— 266. 
— 5) Gauß' Werke VIU, 1900, 27—29. Vgl. auch Ch. Hermites Beweis für 
die IrrationaUtat von «*, Journal für Mathem. LXXVI, 1873, 342—844. — Über 
Kreisbögen mit rationaler Tangente vgl. Prouhet, Journal de Mathem. I, 1866, 
216—222. — 6) Memorie della Societa Italiana IX, 1801, 627—667, vgl. auch 
T. V. Caluso ebenda 568 — 664. — 7) Comptes rendus de TAcad. de Paris 1844 
XVm, 883—886 und Journal de Mathem. XVI, 1861, 133—142. — 8) Journal 
für Mathem. LXXVII, 1874, 268—262. — 9) Comptes rendus 1873, LXXVII, 18, 74, 
226, 286. — 10) Mathematische Annalen XX, 1882, 213—226. 

16* 
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nicht möglich ist. Lindemanns Beweis wurde dann yon Karl 
Weierstraß^) 1815-1897), vonDavidHilbert«) und PaulGordan») 
noch vereinfacht. 

unter den Tafeln zur Ausführung trigonometrischer Rechnungen 
nehmen im 19. Jahrhundert nach wie vor die Logarithmentafeln die 
erste Stelle ein; doch wurde seit der Berechnung der großen Tables 
du Cadastre am Epde des 18. Jahrhunderts eine völlige Neu- 
berechnung der Logarithmen erst wieder durch den Schotten 
Ed. Sang (1805—1890) unternommen, der 1859 eine fünfstellige 
und 1871 eine siebenstellige Tafel der Zahlenlogarithmen veröffent- 
lichte.*) In der Vorrede hierzu gibt er an, daß er die Logarithmen 
der Zahlen von 1 bis 10000 mit 28 Stellen, sowie die von 100000 
bis 370000 mit 15 Stellen berechnet habe. Femer ging er zur Be- 
stimmung der natürlichen Sinus auf die Dezimalteilung des Qua- 
dranten zurück^), indem er ähnlich wie Briggs dieselbe durch 
Zwei- und Fünfteilung bewerkstelligte; er gebrauchte also durchweg 
die ältere Methode und sah von der Benützung der Reihen vollständig 
ab.^) Veröffentlicht wurde seine Tafel der trigonometrischen Funktionen 
jedoch, wie es scheint, nicht. 

Sang hat auch in einer umfangreichen und sehr gehaltvollen 
Abhandlimg über rationale Trigonometrie"^) eine Tafel berechnet, 
welche diejenigen Winkel gibt, deren sämtliche trigonometrische 
Funktionen rational sind. Dieselbe läßt zur Hypotenuse c und den 



1) Sitztuigsberichte der Berliner Akademie 1886, 2. Tl. 1067—1085. — 
2) Mathem. Annalen XLIII, 1893, 216—219. — 3) Ebenda 222—224. — Vgl. die 
überflichtliche Zusammenfassung und lichtvolle Behandlung der hier erwähnten 
Methoden bei Felix Klein, Vorträge über ausgewählte Fragen der Elementar- 
geometrie, herausgegeben von F. Tägert, Leipzig 1896, femer Sylvester, Comptes 
rendus CXI, 778 und 866 und Saalschutz, Eönigsberger physik. Ökonom. Gesellsch. 
XXXV, 1894, 23. — 4) A new table of seven-place logarithms of all numbers from 
20000 to 200 000. London 1871, 2. Aufl. 1883. Sang hat auch eine Subskription 
auf eine neunstellige Tafel der Logarithmen der Zahlen von 100 000 bis 1 000 000 
mit ersten Differenzen eröfinet, von ihrem Erscheinen ist jedoch nichts bekannt. 
Zur Neuberechnung wurde er veranlaßt, da er, wie schon S. 161 Amn. 2 bemerkt, 
aus verschiedenen Angaben über die Tables du Cadastre schließen zu müssen 
glaubte (Proceed. of the R. Soc. of Edinburgh VIII, 1876, 421, 681), daß diese 
Tafeln keineswegs zuverlässig seien. Dagegen hat sie Lefort wieder in Schutz 
genommen (ebenda 663, 678). — 6) Ein Verzeichnis der Tafeln mit Dezimal- 
teilung des Quadranten findet sich in ß. Mehmkes Bericht über die Winkel- 
teilung. Jahresbericht der deutschen Mathematikervereinigung VUl, 1900, Anm. 20. 
— 6) Eine genaue Darlegung seiner Methode in Proceed. of the R. Soc. of 
Edinburgh IX, 1876/77, 346—362. Vgl. femer C. Wen dt, Monatshefta für 
Mathem. X, 1899, 97—100. — 7) Transactions of the R. Soc. of Edinburgh 
XXTTT, 1864, 721 flF. 
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beiden Katheten a and b eines rechtwinkligen Dreiecks den spitzen 
Winkel ablesen und läuft bis zur Primzahl c = 997. 

1875 gab der Schwede M. Wiberg eine mit der von ihm kon- 
struierten Differenzenmaschine berechnete ausf&hrliche siebenstellige 
Logarithmentafel heraus^), die nach dieser ihrer Entstehung zu schließen 
wohl fehlerfrei sein dürfte^ und auf Neuberechnung und Vergleich 
mit Vegas Thesaurus beruhen auch die zehnstelligen Tafeln, welche 
W.W. Duffield 1895/96 veröffentlichte. >) Endlich wurde 1891 ein 
achtstelliger Auszug der Kadastertafeln nach sorgfältiger Revision 
vom Service geographique de T Armee in Frankreich herausgegeben'), 
und 1896 vom Istituto geografico militare zu Florenz ein revidierter 
Neudruck von Vegas Thesaurus besorgt. Die übrigen Tafeln, welche 
im 19. Jahrhundert in enormer Anzahl^) erschienen, sind sämtlich 
aus den Tafeln von Briggs und Vlacq entnommen, jedoch nicht 
ohne daß diese einer gründlichen Prüfang unterzogen wurden. Nament- 
lich hat sich hierbei außer den verschiedenen Herausgebern von 
Tafeln*) A. Gernerth*), dem wir schon früher begegneten, hervor- 
ragende Verdienste erworben. Übrigens sind die Anforderungen an 
die Korrektheit der letzten Stellen in den Tafeln seit dem 18. Jahr- 
hundert bedeutend gestiegen, wozu namentlich Gauß' schon erwähnte 
Bemerkungen zu dem Thesaurus logarithmorum Vegas beitrugen. 
Gauß baute seine Untersuchung auf den Grundsatz auf, „daß die 
Tabulargröße dem wahren Werte aUemal so nahe kommen soll, als 
bei der gewählten Anzahl von Dezimalstellen möglich ist, und daß 
folglich die Abweichung niemals mehr als eine halbe Einheit der 
letzten DezimaLst^Ue betragen dürfe'^ Dagegen hält Glaisher die 



1) Logarithm Tabeller, nträknade och tryckte med räknemaskin af Dr. 
M. Wiberg, Stockholm 1876, vgl. Mathem. Encyklopädie I, 1901, 978 und 988 
Anm. 236. — 2) Report on the U. S. Coaat and Geodetic Snrvey 1896/96, 
Washington 1897, Appendix 12, 422—722. — 3) Tables des logarithmes ä huit 
d^cimales, Paris 1891 — die ersten achtstelligen Tafeln seit jenen von John 
Newton 1668- — 4) Die umfassendsten Verzeichnisse sind der von uns schon 
oft benützte Report of the Commitee etc. von Glaisher in Reports of the British 
Association 1873, London 1874 und das von Bierens de Haan: Tweede ontwerp 
eener naamlijst van Logarithmentafels. Amst. Yerh. XV, 1876, 1 ff. Dieser führt 
von 1800—1873 nicht weniger als 384 Tafeln an. — 6) Vgl. z.B. Ch. Babbage, 
Tables of logarithms, London 1827, 2. Aufl. 1831, 3. Aufl. 1884; Bremiker, 
Logarithmorum VI decimalium nova tabula, Berolini 1862, 11. Aufl. 1890; 
Shortrede, Logarithmic tables, Edinburgh 1844; Schrön, Siebenstellige gemeine 
Logarithmen, Braunschweig 1860, 24. Aufl. 1900 u. s. w. — 6) Bemerkungen 
über ältere und neuere mathem. Tafeln, Zeitschrift für das österreichische 
Gymnasialwesen XIV, 1863, 407—443. Die Stellen, an denen Fehler in den 
Tafeln von Vlacq angegeben sind, hat Glaisher gesammelt: Monthly Notices 
of the R. Astron. Soc. XXXII, 1872, 265. 
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Forderung für genügend, der Tafelwert solle nie um mehr als 0,555 . . . 
einer Einheit der letzten Dezimale falsch sein^), während N. E. Lom- 
bolt^) sogar noch weiter als GauB geht, indem er die letzte Ziffer 
so wählt, daß bei allen mittelst der Tafel gefundenen Logarithmen 
die durchschnittliche Abweichung Ton ihrem wahren Werte ein 
Minimum wird.*) 

Während man im 18. Jahrhundert größtenteils mit sieben- und 
mehrzi&igen Logarithmen rechnete, ist man im 19. Jahrhundert fQr 
manche Zwecke allmählich bis auf vierstellige Tafeln zurückgegangen. 
Die älteste unter ihnen in diesem Jahrhundert ist wohl die von 
J. F. Encke*) von 1828; femer seien noch erwähnt die vierstellige 
logarithmisch-trigonometrische Handtafel von F. G. Gauß, Berlin 
1873 (3. Aufl. 1899), H. Schoders logarithmische und trigonometrische 
Tafeln mit vier und drei Stellen in Taschenformat, Stuttgart 1866 
(2. Aufl. 1869) und H. Schuberts Tafeln und Gegentafeln mit vier 
Stellen, Leipzig 1898 in 12^. Doch sind fünfstellige Tafeln in den 
Schulen noch immer am meisten in Gebrauch.^) Die Logarithmen 
der Sekanten und Gosekanten werden jetzt wenig mehr angegeben; 
eine Ausnahme machen die Tables de Logarithmes ä cinq decimales 
etc. von J. Hoüel, Paris 1858 (Neuauflage 1890), welche auch diese 
für alle Minuten der Winkel geben. 

Übrigens wurden auch trotz des vorwiegenden Gebrauches der 
Logarithmen den meisten Tafelsammlungen noch kleinere Tabellen 
für die natürlichen goniometrischen Funktionen beigegeben und sogar 
solche auf große Stellenzahl berechnet. So hat J. Herrmann 1848*) 
eine Methode angegeben, um die trigonometrischen Funktionen bis 
zu einer beliebigen SteUenzahl zu berechnen, und eine von Grad zu 
Grad fortschreitende Tafel auf 30 Dezimalen beigefügt, weiter gab 
er noch eine Tabelle mit, welche die Bogenlängen für r = 1 von 
1" bis 60" auf 35 Stellen enthält. Für seine Rechnungen bediente 
er sich zum Teile der Reihen. Endlich erschien 1897 eine Neu- 
ausgabe der Haupttafel des uns wohlbekannten „Opus . Palatinum'^, 
von Rhäticus durch W. Jordan veranstaltet. Wie in jener alten 
Tafel schreiten die Winkel in Intervallen von 10" fort, jedoch 

1) Monthly Noticea of the R. Aßtr. Soc. XXXm, 1873, 440 flF. — 2) Fircifret 
Logarithmetabel, Kjöbenhavn 1897. — 3) Vgl. über die letzten Bemerkungen 
R. Mehmke in der Mathem. Encyklopädie I, 988-989. — 4) Ebenda 992. 
Übrigens hat 1787 J. van Swinden schon eine vierstellige Tafel gegeben. — 
6) Erwähnt mögen werden die fünfstelligen Tafeln und Gegentafehi von 
H. Schubert, Leipzig 1897, 8° mit Verbesserungen in der Anordnung, sowie 
die Tafeln des Dänen V. E. Gamborg: Logaritmetabel indeholdende Loga- 
ritmer og Antilogaritmer etc., Kjöbenhavn 1897. — 6) Sitzungsberichte der 
Wiener Akademie I4, 164—180. 
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sind nur ihre Sinns und Cosinus und zwar auf 7 Stellen gekürzt 
aufgenommen. Auch sind zahlreiche Kontrollrechnungen zur Sicher- 
stellung der Zahlen vorgenommen worden. Neben den Winkeln in 
Sexagesimalteilung wurden auch die Winkelwerte in zentesimaler 
Teilung beigeschrieben, indem der Quadrant in 100 ^, 1 ^ in 100 c, 
1 c in 100 cc zerlegt ist, denen noch zwei Dezimalstellen beigegeben 
sind. Dieses Werk soll auch noch auf alle sechs trigonometrischen 
Funktionen erweitert werden. Daß neben den vielen und vorzüglichen 
Logarithmentafeln eine so ausgedehnte Tafel der natürlichen Punk- 
tionen wieder Boden finden kann, hat seinen nächsten Grund in der 
immer weiter um sich greifenden Benützung der Rechenmaschinen, 
einen entfernteren darin, daß namentlich in der Geodäsie die direkte 
Rechnung mit den Funktionswerten einen gewissen Vorzug vor der 
logarithmischen genießt. 

Auch Regiomontans längst verschollener Gedanke, Tafeln für 
die Gleichung sin a; sin y = sin z (siehe I. Tl. S. 123) zu berechnen, 
war 1849 wieder von Adolf Heegem an n aufgefrischt worden, jedoch 
ohne daß dieser von Regiomontan oder Magini (I. Tl. S. 232) etwas 
wußte. Heegemann berechnete eine Tafel ^), in welcher die Argumente 
X und y der obigen Gleichung von 0^ bis 90*^ in Intervallen von 30' fort- 
schreiten, während die Arealzahlen z in Dezimalteilen angegeben sind, 
indem der Grad in 600 Teile geteilt ist. Femer stellte er eine eben- 
solche Tafel für die Gleichung sinrr tgy =»= tgjer her und wandte beide 
Tabellen namentlich auf Aufgaben aus der nautischen Astronomie an, 
wo es von besonderer Wichtigkeit ist, die Winkel direkt ohne viel 
Rechnung zu erhalten. Der Autor gibt an, seine Tafeln sogar auf 
Sekunden berechnet zu haben, konnte sie aber wegen des zu großen 
Umfanges nicht in den Druck bringen. Außerdem sollen In maus 
Nautical Tables und Rapers Practice of Navigation gute Tafeln zur 

^ , . A . ^A , . , sin (« — 6) sin (« — c) 

Berechnung von sm - aus sm* - «= f smvers ^ = — - L • \ 

® 2 2 * sin sin c ' 

einem Wert, der in der Nautik vielfach gebraucht wird, enthalten. 

Indem wir von der Entwicklungsgeschichte der Additions- imd 
Subtraktionslogarithmen absehen, die nicht direkt in unser Gebiet ge- 
hören, erwähnen wir noch eine siebenstellige Tafel, die Gudermann 
in seiner Theorie der potential- oder zyklisch-hyperbolischen Funk- 
tionen an Lambert (S. 134) anschließend 1833 gab.^ Sie umfaßt 



1) Mc^moires de la socidt^ nationale des sc. de Tagricnlt. et des arts de 
Lille 1849. Angezeigt in Nouv. Ann. X, 1851, 360. — 2) Theorie der potential- 
oder zyklisch -hyperbolischen Funktionen, Berlin 1833, zuerst im Jonmal für 
Mathematik VI— IX, 1830—32 erschienen. 
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auf 100 Seiten die Werte von log nat. *g ( ^ + y) ^ J^^® Minute 
des Quadranten. Eine ähnliche hatte auch Legendre in seinem 
Traite des fonctions elliptiques 1826, 11, für jeden halben Sexa- 
gesimalgrad des Quadranten mitgeteilt und die Zahlen auf 12 Dezi- 
malstellen angegeben. An Gudermanns Tafel schließen sich die 
Tafeln der hyperbolischen Funktionen von Gronau, 1862^) und von 
Ängelo Porti*), 1863 (neueste Aufl. 1893) an, in welch letzteren 
zum erstenmal außerhalb Deutschland ^^r Versuch gemacht wurde, 
den Gebrauch der Hyperbelfunktionen in die Praxis einzuführen. In 
Frankreich hat Hoüel in seine Tabellenwerke zuerst 1866 hyper- 
bolische Logarithmen aufgenommen^, dabei ist der transzendente 
Winkel zentesimal geteilt, ihm folgte 1872 Vassal*) nach. Von 
deutschen Tafeln sind noch die Tafeln der Hyberbel- und Kreis- 
fonktionen von W. Ligowski, 1873 und 1889 zu nennen.^) 

Eine vollständige Neuberechnimg von Tafeln für die Kreisfimk- 
tionen und ihre Logarithmen war im 19. Jahrhundert kein eigent- 
liches Bedürfnis mehr, wohl aber war es, da die meisten zugänglichen 
Tabellen höchstens siebenstellige Zahlen enthielten, sehr wünschens- 
wert, Methoden zu besitzen, um sich ohne übermäßigen Rechen- 
aufwand eine große Stellenzahl zu verschaffen. Mit dieser 
Aufgabe beschäftigten sich daher verschiedene Mathematiker: J. Herr- 

1) Lambert und Gudermann führten die Hyperbelfanktionen auf die 
Ereisfunktionen zurück, indem sie von der Eigenschaft Gebrauch machten, daß 
die ersteren dieselben Werte, aber in anderer Reihenfolge wie die Kreisfunktionen 
des „transzendenten^^ Winkels t haben, der an das Argument m der hyperboli- 
schen Funktionen durch die Gleichung gebunden ist: ca = log nat. tgf— + — ); 

Gronau aber führte statt des natürlichen den Briggsschen Logarithmus ein. 
— 2) Annali delle Universitäi Toscane VI; 1870 erschien eine zweite Auflage 
selbständig mit siebenstelligen Logarithmen, die Auflagen von 1882 und 1893 
endlich enthalten sechsstellige. Die Einrichtung ist folgende: Die linke Ton 
zwei aufliegenden Seiten der Tafel enthält die gewöhnlichen Logarithmen der 
trigonometrischen Funktionen, die rechte Seite zu jedem Winkel tp von 0* bis 
45^ fortlaufend in der ersten Spalte den doppelten Hyperbelsektor eo entsprechend 

der Beziehung <p = arctg e^" , in der zweiten Spalte stehen die Werte 

von log CO, in der dritten und vierten log sin hy <», log cos hy m und in der 
letzten der transzendente Winkel r. — S) Becueil de Formules et de Tables 
num^riques, Paris 1866. — 4) Nouvelles Tables donnant avec cinq d^cimales 
vulgaires et hyperboliques pour tous les degr^s du quart de cercle de minute 
en minute, Paris 1872. — 5) Sammlung von fünfstelligen logarithmischen, tri- 
gonometrischen, nautischen und astronomischen Tafeln, Kiel 1878 und Tafeln 
der Hyperbel- und Ereisfiinktionen mit einem Anhang, enthaltend die Theorie 
der Hyperbelfunktionen, Berlin 1889. Er gab auch 1890 Tafeln der trigonometri- 
schen Funktionen für ein nach Teilen des Halbmessers fortschreitendes Argument. 
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mann, der eine solche Methode gab, erwähnten wir schon (S. 230); 
etwas früher, 1841, entwickelte Hill, Professor in Lund, folgendes 
Verfahren. Er verschaflFte sich die sieben Werte von cos (rq)) und 
sin (ry) auf 15 Dezimalen, die sich für 9 = 11® 15' und r ^ 1, 2, ... 7 
ergeben, und stellte sie in eine kleine Tabelle zusammen. Dann gab 
die Additionsformel sin (rq> ± ^) = sin (rq>) cos ^ ± cos (r<p) sin ^, 
wenn man sin ^ aus seiner von uns schon früher (S. 213) angefUirten 

Formel sin ^ = aj — ~ (l — -^ , x = ~^o , die für * < | 9 auf 

15 Dezimalen genaue Werte liefert, entnahm, die Sinus aller Winkel 
des Quadranten ohne viele Mühe. 

Um dieselbe Zeit beschäftigten sich auch die französischen Mathe- 
matiker A. T. E. Vincent, Finck, Lionnet und Bach damit, auf 
ganz elementarem Wege Formeln zu dem gleichen Zwecke auf- 
zustelleiL^) Dazu verschafften sie sich die Anfangsglieder der Reihen 
für sin a und cos a elementar und bedienten sich zur weiteren Rech- 
nung der Formeln sin (w + 1) a = 2 cos a sin ma — sin (w — 1) a, 
cos (m + 1) a ^ 2 cos a cos ma — cos (m — 1) a, von denen wir die 
erste schon bei Rhäticus (T1.I, 213), die zweite bei Vieta (T1.1, 166) 
fanden. Fink bezeichnet sie unrichtigerweise als Simpsonsche 
Formeln. Die successive Rechnung, die Bach angibt, ist folgende. 
Kennt man den Näherungswert e von sin 10'' auf i Dezimalstellen, 
und ist e + E sein exakter Wert, also e der Fehler, so liefert 
die erste der obigen Formeln (für w + 1 = w) sin (« 10 ") 
= (2 - Ä:) sin (n - 1) 10" - sin (n - 2) 10", wo Jfc = 2 - 2 cos 10" 
= 0,000000002350 ist, also für « « 2: sin 20" = (2 - ft) (c + «) 
^ 2e — ke + £ (2 — k), wo k gegen 2 in (2 — k) vernachlässigt 

werden kann. Sei 2e — ke^ e^, 2« ■« «^ < j^ + 2s, dann folgt weiter 
8in30" = (2ei-c-fc<jJ + 2£i-£-6, + a„ f,<l. + 2a, -5<j^ + 3£ 

u. s. f. bis sin n 10", wo der begangene Fehler s < ^ ^ * im' "'" *** 
wird. Für » = 16 200 erhält man sin 45®, mit einem Fehler 
<-lör- + To«- oder für t - 18, <-^-^^<^, 

also auf 9 Stellen richtig. 

Von einem umfassenderen Standpunkte ging Laguerre 1880 
aus*), indem er den allgemeinen Satz bewies: „Bezeichnet f(x) = 



1) Nouv. Ann. I, 1842, 272; ebenda 353; U, 1848, 216; III, 1844, 11; 
Xn, 1853, 108. ^ 2) Comptes rendus de TAcadämie deB Sc. de Paris XC, 
1880, 304. 



234 6. Kapitel. 

eine Gleichung, deren sämtliche Wurzeln reell sind, und a eine be- 
liebige Größe, so liegen die beiden Werte von rr, welche durch 

bestimmt sind, bezüglich zwischen a und den beiden dem Werte a zunächst- 
liegenden Wurzeln der Gleichung f{x) = 0". Indem er nun die Gleichung 

= /-(a;) = 1 - cos a-n^{\-x) + -^^ g- 3- (1 - a;)« nimmt, 

deren größte Wurzel cos — ist, und von dem Näherungswert -f 1 

ausgeht, erhält er f{\) = 1 - cos«, f (1) - n\ f (1) = -^~ ^^ 

woraus sich cos — = 1 ; - ergibt. 

n + (n - l)]/n' - '^(üii) (1 _ cos a) 

Für a = -g , a; = — folgt dann die Näherungsformel: 
cos — « 1 ~ 



(1 -.)]/? 



x^ 

Diese gibt eine ganz gute Annäherung für alle Werte von x 
zwischen und 1, wenn sie auch nicht Hills Methode ersetzen 
kann. Auch von anderer Seite, so von F. Giudice*) 1888, von 
E. Lackemacher^) 1890 und von E. Lampe') 1897 wurden noch 
Näherungsformeln mitgeteilt. Prytz*) aber hat eine Methode ge- 
geben, welche eine Berechnung der Logarithmen der Ereisfunktionen 
auf 15 Stellen nur durch Addition und Subtraktion gestatten. Diese 
besteht in folgendem. Aus (cos o^ + i sin o^) (cos o, + 1 sin Oj) . . . folgt 
= cos Ha + i sin Za, wo Ha = «i + Og -f • • • bedeutet, und dies ist 

= cos «1 cos a, ... (1 + %T^ -T^- iT^ + I^ + iTß ), wenn T,, 

T2 . . . die Summen der Produkte der Größen tga^, tg a^, tg^f,... 
zu je einem, je zweien, je dreien u. s. w. bedeuten. Daraus folgt 
cos 2J a =^ cos «1 cos a, • • • (1 — Tj + T^ — . • •), sin 2?a » 
= cos «1 cos «2 • • • (Ti — Tj H- T5 — . .), und man kann log cos Ua 
uud logsinlJa bestimmen, sobald man 7\, T^ - * • gefunden hat. 
Hierzu aber hat Prytz eine sehr praktisch eingerichtete, nur eine 
Seite umfassende Tafel gegeben, die zu allen log cotg von — 1 bis 
7,1 mit dem Intervalle 0,1 15 stellig die log cos und die zugehörigen 
Winkel bis auf 10 Dezimalen der Sekunde alter Teilung liefert.^) 



1) Periodico di Matern. Diretto da Besso, Roma IIT, 1 — 7. — 2) Archiv 
für Mathem. 2. Serie IX, 215. — 3) Matheeis, 2. Serie VII, 129—134, 163—166, 
183 — 188. — 4) Tables d'Antilogarithmes. (Erscheinungsjahr nicht angegeben, 
wahrscheinlich 1886.) — 5) Vgl. J. Lüroth, Vorlesungen über numerisches 
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An Methoden zur Bereclinung der Logarithmentafeln der Ereis- 
fiinktionen hatte das 19. Jahrhundert wenig Neaes hinzuzufügen; man 
bediente sich entweder, wie Sang, der älteren Methode, indem man 
die in größeren Interyallen aufeinanderfolgenden Funktionswerte durch 
Lösung der Teilimgsgleichungen eruierte, die Logarithmen derselben 
bestimmte imd dann die Zwischenwerte passend interpolierte^) oder 
man berechnete die erstereu wie Euler mittelst der Reihen, oder 
endlich man suchte sich wie Franceur*) (1858) direkt Reihen ftlr 
log sin X und log cos x^ indem man die Cosinus- und Sinusreihen in 
die logarithmische Reihe einführte. Übrigens hatte ähnliche Reihen 
auch schon Euler hergestellt') und die Koeffizienten auf eine hohe 
Stellenzahl berechnet. 

Dagegen hat man den Fehlern, welche aus der Benützung der 
Funktionen- und Logarithmentafeln hervorgehen, seitdem 6auB in 
seiner Theoria motus (Art. 30 und 31) auf die Notwendigkeit ihrer 
Untersuchung aufmerksam machte, eine eingehende Berücksichtigung 
angedeihen lassen. Da jedoch diese Betrachtungen sich nur auf einen 
ganz speziellen Teil der Rechnung mit genäherten Größen beziehen, 
so gehört eine Besprechung der einschlägigen Literatur mehr einer 
Geschichte des numerischen Rechnens als einer Geschichte der Tri- 
gonometrie an, imd wir bemerken daher nur, daß Karl Bremiker^) 
(1804 — 1877) der erste war, der in der Einleitung zu seinen 1882 
erschienenen Tafeln eine Theorie der Logarithmentafeln gab, daß sich 
dann P. Escher*) 1854 und Lindmann*) 1855 ebenfalls damit 
beschäftigten, daß H. Stadthagen^) 1888 Bremikers Theorie unter 
Verwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung®) ausbaute und daß in 
allemeuester Zeit (1900) Lüroth in dem schon angeführten Werke 
auch dieser Richtung eine eingehende Beachtung schenkte.^) 



Rechnen, Leipzig 1900, § 57, dem die obigen Mitteilungen entnommen sind, 
und wo man noch Genaueres über die Benützung der Tafebi von Prytz findet. 
1) Ein solches Interpolationsverfahren gibt Bidell Airj in dem Artikel 
„Tables'^ der Encyclopaedia metropolitona, London 1845, 683 ff. Vgl. auch 
Legendre in Connaissance de temps pour 1819, 802. — 2) Cours complet de 
Math^m. Art. 588, auch Elphistone im Quarterly Journal 11, 1858, 222—225. 
— 3) Introductio in Analysin iniinitorum § 194 und 195. — 4) Nova tabula 
Logarithmorum VI decimalium, Berolinae 1852. — 5) Archiv für Math. XXm, 
264—284. — 6) Ebenda XXV, 284—289. — 7) Beiträge zur Untersuchung des 
Genauigkeitsgrades astronomischer Rechnungen. Dissert. Berlin 1888. — 
8) Übrigens hat auch Bremiker schon die Wahrscheinlichkeitsrechnung bei 
seiner Theorie der Fehlerbestimmung benützt. — 9) Vgl. auch noch: Besso, 
Periodico di Matem. Roma I, 1886, 122—126 und Riccardi, ebenda III, 97—103, 
137 — 144. Auch im Nachlasse von Gauß, Werke 'STII, 129 finden sich einige 
Formeln zur Interpolation von Ck)tangenten und Cosekanten kleiner Winkel. 
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§ 7. Polygonometrie und Folyedrometrie. 

Wir bemerkten schon im zweiten Paragraphen des vorhergehenden 
Kapitels^ daß die Polygonometrie — und das Gleiche gilt noch 
mehr von der Polyedrometrie — streng genommen nicht in den 
Kahmen unserer Darstellung gehört. Wir werden uns daher bei Be- 
sprechung der Fortschritte, die beide Gebiete im 19. Jahrhundert 
machten, wieder wie früher möglichst kurz fassen. 

Wie wir sahen, haben L'Huilier und Garnot den Hauptsatz 
der Polyedrometrie aufgestellt und den entsprechenden Satz auch für 
schiefe Polygone formuliert. Außerdem gewann letzterer aus dem 
Haupttheorem noch folgenden sehr allgemeinen Lehrsatz^): „In jedem 
ebenen oder Raumpolygon und in jedem Polyeder ist die Summe der 
Quadrate der Seiten oder Seitenflächen gleich der doppelten Summe 
der Produkte dieser Seiten zu je zweien, jedes Produkt multipliziert 
mit dem Cosinus des Winkels, den sie einschließen." Für das Tetra- 
eder hatte diese Wahrheit schon Lagrange 1773 ausgesprochen. Femer 
hat Carnot 1806 in einer eigenen Abhandlung*) noch Beziehungen 
zwischen den Abständen von vier und fünf Punkten in Ebene und 
Raum, wenn auch in wenig übersichtlicher Form abgeleitet. 1824 gab 
Jakob Sturm, dessen Name hauptsächlich durch das nach ihm be- 
nannte algebraische Theorem bekannt wurde, in seinen „Recherches 
analytiques"^), die wir schon früher anführten (S. 179), eine elegante 
Entwicklung der Hauptsätze der Polygonometrie und Polyedrometrie 
vom Standpunkte der analytischen Geometrie, und L' Hui Her fügte 
1828 seinen vielen Entdeckungen auf diesem Gebiete noch folgenden 
allgemeinen Satz bei*): „Hat man ein Polyeder, dessen eine Seiten- 
fläche man als Basis betrachtet, so ist das Produkt einer der andern 
Flächen in den Sinus ihrer Neigung zur Basis gleich der Summe der 
Produkte aus jeder andern Seite in den Sinus ihres Neigungswinkels 
zur selben Basis imd in den Cosinus des Winkels, welchen der Schnitt 
dieser Seitenfläche in der Basis mit einer bestimmten Seite der 
letzteren macht.'' 

Von sehr allgemeinem Gesichtspunkt aus nahm Anton Müller 
(1799 — 1860) 1836 die Lehre von den schiefen Polygonen in An- 
grifft), indem er die allgemeinsten Gleichimgen zwischen den n Winkeln, 



1) Gäomätrie de pofiition, 1808, Theorem 21 und 28, 808. — 2) Memoire 
Bur la relation qni eziste entre las distances resp. de cinq points etc., Paris 
1806, 4*. — 3) Annales de Mathem. XV, 1824/26, 809 ff. — 4) Bibliothöque uni- 
verselle de Gen^ve, 1828, 249, — 5) Die allgemeinsten Sätze der sphärischen 
Polygonometrie und die allgemeinsten Gleichungen der gauchen Polygone, Heidel- 
berg 1836, 4«. 



Die Trigonometrie im 19. Jahrhundert. 237 

die aus zwei aufeinanderfolgenden Polygonsseiten gebildet werden, und 
jenen n Neigungswinkeln, welche die Ebenen durch je drei aufeinander- 
folgende Ecken einschließen, aufstellte. Solcher Relationen gibt es 
sieben, wozu noch vier Beziehungen zwischen den Seiten und Poly- 
gonswinkeln treten. Jedoch machte der von ihm geschaffene un- 
gewohnte Algorithmus seine an sich nützliche Schrift so wenig zu- 
züglich, daß die spätere Literatur sie fast yoUständig ignorierte. 

Mehr Beachtung fanden die wichtigen und sehr allgemeinen 
Sätze, die Karl Georg Christian von Staudt (1798—1867) 1842 
mitteilte.^) Sie beziehen sich auf die Inhalte von Polygonen und 
Polyedern. Wir führen den interessantesten derselben an, indem wir 
uns einer von Baltzer benützten Bezeichnungsweise bedienen, die den 
Vorzug größerer Übersichtlichkeit vor der Staudtschen voraus hat. „Sind 
a, b die Inhalte zweier ebener Polygone A^A^,., A^j B^B^.,.li^, welche 
in zwei verschiedenen unter dem Winkel q) gegeneinander geneigten 
Ebenen liegen, bezeichnen p, q die Nummern 1, 2 ... m und r, s die 
Nummern 1, 2 ... w, bilden die Geraden A A^ und BB^ nach will- 
kürlicher Festsetzung ihrer positiven Richtungen einen Winkel, dessen 
Cosinus cos ^^ ist, und wird AA^ • BB^ cos ^^ = c^^ gesetzt, so ist 
4 ab cos q> = U{c^^c^, — <<p,c^^), eine Summe, welche (m — 1) (w — 1) 
Glieder annimmt, wenn man für jp, q je zwei folgende Nummern der 
Reihe 1, 2 ... w und zugleich für r, s je zwei folgende Nummern der 
Reihe 1, 2 ... » setzt." Dieser Satz, den Staudt auch auf zwei 
Polyeder ausgedehnt hat, ist besonders deswegen bemerkenswert, weil 
die Größen c^^ durch die Quadrate von solchen Strecken sich rational 
ausdrücken lassen, welche die Spitzen des einen Polygons mit denen 
des andern verbinden*); also ist, was auch schon Staudt bemerkte, 
16 ab cos 9 eine ganze Funktion der Quadrate dieser Strecken. 

In derselben Abhandlung führte Staudt auch den Begriff des 
Eckensinus ein, den wir schon S. 195 kennen lernten, und der in 
der Folge für die Tetraedrometrie von Wichtigkeit wurde. 

Viel speziellerer Natur, aber doch von großer Vollständigkeit 
sind die in zwei umfangreichen Abhandlungen von 1842 und 1843 
niedergelegten Arbeiten C. A. Bretschneiders über die trigono- 
metrischen Relationen des einfachen imd des vollständigen geradlinigen 
Vierecks.^) Sie schließen sich an die von Carnot eingeschlagene 
Richtung an. 



1) Journal für Mathem. XXIV, 1842, 262—356. — 2) A. a. 0. 263 und 
266. — Baltzer: Elemente der Mathematik II, 6. Aufl. 1883, 346—347. — 
3) Archiv für Mathem. ü, 1842, 225—261 und III, 1843, 84—93. (Die erste 
lernten wir schon S. 198 kennen.) 
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Eine bedeutende Verwendung fand und findet die ebene Poly- 
gonometrie noch in der Feldmeßkunst, indem man ein rechtwinkliges 
Koordinatensystem zugrunde legt und die Koordinaten der Eckpunkte 
eines offenen oder geschlossenen Polygonalzuges in Rechnung zieht 
Dabei rechneten die Geometer, wie Grunert, Münchow*), Dienger*), 
Proß®), Mack*) und andere, ja sogar noch Spitz^), mit den Innen- 
winkeln des Polygons im Anschluß an L'Huilier, wenn sie auch 
die Drehungswinkel (Richtungswinkel), d. h. die Winkel, um welche 
die Polygonsseiten gegen die positive Richtung der a? -Achse in dem- 
selben Sinne gedreht erscheinen, benützten, und erst in den fünfziger 
Jahren bürgerte sich allmählich das Verfahren ein, von dem Zu- 
sammenhang dieser letzteren Winkel mit den Innenwinkeln des Poly- 
gons ganz Abstand zu nehmen und nur mehr die ersteren zu benützen, 
was für die Berechnung manche Vorteile bietet.^) Doch überlassen 
wir Detailuntersuchungen über dieses Gebiet einer Geschichte der 
Geodäsie und wenden wir uns zu A. F. Mob ins, der durch seine 
Einführung des „Kantengesetzes'', das er schon in seiner Statik 1837 
andeutete') und 1865 in einer Abhandlung®) „Über die Bestimmung 
des Inhaltes eines Polyeders'' näher ausführte, erst die präzise Fassung 
des Hauptsatzes der Polyedrometrie ermöglichte. Dieses lautet: „Den 
Perimetern der ein Polyeder umgrenzenden Flächen können solche 
Sinne beigelegt werden, daß für jede Kante des Polyeders die zwei 
Richtungen, welche derselben, als der gemeinschaftlichen Kante zweier 
Polyederflächen, ii^olge der Sinne dieser zwei Flächen zukommen, 
einander entgegengesetzt sind."^) Mit Hilfe dieses Gesetzes hat dann 
Baltzer den Hauptsatz folgendermaßen formuliert: „Wenn die Peri- 
meter der n Flächen eines Polyeders dem Gesetze der Kanten genügen 
und wenn von den n Ebenen, auf denen die Flächen des Polyeders 
liegen, die positiven Sinne willkürlich festgesetzt worden sind, so 



1) Ebene und sphärische Trigonometrie, Bonn 1826. — 2) Die ebene Poly- 
gonometrie, Stuttgart 1854. — 3) Lehrbuch der ebenen Trigonometrie und Poly- 
gonometrie, Stuttgart 1840. — 4) Goniometrie und Trigonometrie, Stuttgart 
1860. — 5) Lehrbuch, der ebenen Polygonometrie, Leipzig und Heidelbei*g 1881. 
— 6) Vgl. z. B. Hammer, Lehrbuch der ebenen und sphärischen Trigonometrie, 
2. Aufl., Stuttgart 1897, § 40 und 41. — 7) Statik, 1837, Werke EI, 78. — 
8) Sitzungsberichte der Leipziger k. Gesellschaft d. Wissensch., math.-phys. Klasse 
XVII, Werke U, 477 — 9) Möbius erwähnt Eingangs der angeführten Abhand- 
lung einen Aufsatz von A. L. F. Meister in den Novi Comment. soc. reg. scient. 
Gottingensis I, 1769/70, der die Bestimmung des Inhaltes eines ebenen Vielecks 
in größtmöglicher Allgemeinheit zum Ziele hat. In der Tat scheint uns der 
Einfluß dieser Abhandlimg auf Möbius beachtenswert zu sein, indem hier der 
in allen Arbeiten von Möbius eingeführte und konsequent festgehaltene Zählungs- 
sinn bereits verwendet ist. 
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haben die Flächen des Polyeders unzweideutig bestimmte Werte 
«1 , «2 . . . «„. Nimmt man eine beliebige Ebene hinzu, deren positiver 
Sinn ebenfalls willkürlich festgesetzt wird, und bezeichnet man durch 
cos^^ den Cosinus des Winkels, den mit der beliebigen Ebene die 
Ebene bildet, auf welcher die Fläche yom Werte a^ liegt, so ist 

«1 cos pi + «8 ^^^pi + ^8 ^^^ps + ■ • + «n ^^%n ^ ^> ^- ^ ^® Summc 
der Normalprojektionen der Flächen des Polyeders auf die beliebige 
Ebene Terschwindet." 

Hieran anschließend beweist Baltzer den wichtigen Satz, daß 
es zu jedem Polyeder ein zugehöriges Polygon gibt, dessen Seiten 
und Winkel den Flächen und Flächenwinkeln des Polyeders gleich 
sind, so daß jede polygonometrische Gleichung zwischen den 
Seiten und Winkeln des Polygons zugleich eine polyedro- 
metrische zwischen den Flächen und Flächenwinkeln eines 
Polyeders ist. Auch liefert ihm der erwähnte Hauptsatz unter 
anderm mit Leichtigkeit die Relationen zwischen den Cosinus der 
Winkel von n Geraden oder Ebenen, auf denen die Seiten oder Flächen 
eines Polygons oder Polyeders liegen — Beziehungen, die fär « = 4 
bereits Carnot abgeleitet hatte. 

Mit diesen präzisen Formulierungen waren die allgemeinen Unter- 
suchungen über Polyeder, wenigstens soweit sie uns interessieren, in 
gewissem Sinne abgeschlossen, und auch der Polygonometrie konnte 
nicht mehr viel Neues hinzugefügt werden. Wir nennen nur noch 
die Umgestaltung der L'Huilierschen Inhaltsformel für Vielecke, die 
1871 Becker^) gab, sowie Hoppes' Abzahlung der Relationen, welche 
zwischen den durch die Seiten und Diagonalen gebildeten Winkeln 
bestehen^), und fünf für ebene und windschiefe Polygone giltige Sätze, 
die 1891 Bernardi mitteilte, welche aber auf eine Verallgemeinerung 
des Satzes yon Ceya hinauskommen und somit mehr der Geometrie 
als der Trigonometrie angehören. 

Die bisher angeführten Theoreme waren allgemeiner Natur und 
bezogen sich zum Teil auf Polyeder von n Seiten, sie umfassen 
also von selbst die Theorie des Tetraeders, als des einfachsten Poly- 
eders, und doch müssen wir auf die Geschichte dieses Körpers noch 
mit ein paar Worten zurückkommen, da er, gerade weil er der ein- 
fachste ist, die vielseitigste Behandlung gefunden hat. Uns inter- 
essieren jedoch nicht sowohl die einzelnen Sätze') über das Volumen, 
die umgeschriebenen und eingeschriebenen Kugeln u. s. w., mit deren 



1) Zeitschr. für Mathem. und Physik XVI, 684. — 2) Archiv für Mathem. 
LXI, 1877, 439. — 3) Die reiche Literatur hierüber müsBen wir als zu den An- 
wendungen der Trigonometrie zählend ausschließen. 
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Aufstellung sich schon Euler, Lagrange, De Gua, Carnot, Monge, 
Hachette und nach diesen unzählige andere beschäftigt haben, als 
yiehnehr die Versuche, auf dem Tetraeder als Grrundlage ebenso 
eine Raumtrigonometrie aufzubauen, wie die ebene Trigono- 
metrie auf dem Dreieck basiert. 

Diese den Namen Tetragonometrie führende Lehre ist im 
wesentlichen von Gustav Junghann 1862/63 geschaffen worden^) 
und baut sich auf dem Staudtschen Begriff des Eckensinus auf. 
Junghann hat ohne Zweifel das von uns schon erwähnte Werk 
A. Müllers über Polyedrometrie nicht gekannt, sonst konnte man 
glauben, er habe daraus den Gedanken geschöpft, aus dem dort für 
beliebige n-Eante gegebenen Algorithmus den weit einfacheren für 
das Dreikant abzuleiten. 

Wir sahen schon S. 194, daß Gauß bereits die Bedeutung der 
Ausdrücke erkannte, die Junghann hier in der Bezeichnung P-Sinus 
und 7I-Sinus zur Grundlage seiner Tetragonometrie macht. Dieselben 
sind definiert durch die Gleichungen 

P = 1^ sin 6 sine sin a = j sin c sina sin j8 = | sin a sin & sin y 

= )/sin 5 sin (5 — a) sin (5 — 6) sin (5 — c) 

und 77 durch die Polarformeln hierzu. Somit stimmt P mit dem 

halben Eckensinus von St au dt überein und — ist der Bret- 

11 

schneidersche Dreiecksmodul (S. 183). Im ersten Teile seines Werkes 
schuf Junghann eine vollständige Goniometrie dieser Funktionen P 
und 77, indem er die Formeln entwickelte, welche zwischen den P- 
und 77-Funktionen mehrerer Ecken mit gemeinschaftlichem Scheitel 
stattfinden. Gehen z. B. von einem Punkte im Räume die fünf 
Strahlen r^, r^, r^, Tj, r^ aus, von denen keine drei einer Ebene an- 
gehören, und sind die Schnittpunkte einer zu 0^ senkrechten Ebene 
mit denselben A, B, C, D, E, so ist OBCB + OBBE+ OBEC+ OEBC 
= 0, wenn man, was Junghann allerdings nicht tut*), das Vorzeichen 
jedes Tetraedervolumens nach Mob ins*) bestimmt. Führt man in 

1) Die ersten Anfänge hierzu finden sich schon 1848 in den Studien über 
das sphärische Dreieck im Programm des Luckauer Gymnasiums, dann kamen 
1860 Beiträge zur Polyedrometrie im Archiv für Mathem. XXXIV, 369, endlich 
erschien das zweiteilige Werk „Tetraedrometrie" 1862/63 in Gotha, 8®, an das 
sich noch ein Artikel im Archiv für Mathem. XL, 1863, 447 — 459 anschloß, in 
dem er (448) sagt, er glaube dargetan zu haben, daß die Tetragonometrie für 
die Stereometrie eine ebenso wesentliche und notwendige Ergänzung ist, wie die 
Trigonometrie für die Planimetrie. — 2) Darauf hat Gretschel in einer An- 
zeige von Junghanns Schrift (Zeitschr. für Mathem. und Phys. X, 1865, liter.- 
hist. Teil 52) aufoerksam gemacht. — 3) Der Barycentrische Calcul, Leipzig 
1827, 22. 
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diese Gleichung die P ein und beachtet^ daß OB = OA sec (r^r^), 
OC = OA sec (r^r^) u. s. w. ist, so kommt: 

Pirir^r^) cos (r^rj + P(r^>\r^) cos (r^r^) + P{r^r^r^) cos (rorj) 
+ P(r4rsr2) cos (ror^) - 0. 
Die entsprechende gonionietrische Gleichung in der Ebene lautet: 
sin (r^r^) cos (^r^r^) + sin (r^r^) cos (rorj + sin (r^r^) cos (tor^) « 0. 

Dieselbe Gleichung kann man für die iJ-Punktionen ansetzen, indem 
man sich fünf Ebenen e^ denkt, die auf den fünf Strahlen r^ senk- 
recht stehen. Die Nichtanwendung des Vorzeichenprinzipes macht 
natürlich die Darstellung Junghanns schwerfälliger, indem er ein- 
zelne Fälle zu unterscheiden gezwungen ist. Der zweite Teil des 
Werkes ist Anwendungen gewidmet, um den Vorteil der neuen Funk- 
tionen für die Behandlung verschiedener Probleme ins Licht zu setzen, 
und enthält namentlich im 10. Kapitel eine interessante Untersuchung 
des Camotschen Memoire snr les relations qui existent entre les 
distances de cinq points etc., das wir schon öfter erwähnten. Der 
Verfasser glaubte gerade hier durch Einführung seiner Funktionen 
besondere Vereinfachungen erzielt zu haben, doch beruhen dieselben, 
wie auch sonst fast durchweg, eigentlich nur in der Form der 
Gleichungen, und in der Tat erwiesen sich die weitgehenden Hoff- 
nungen, welche Junghann auf die Einführung dieser Funktionen 
setzte, die er namentlich für die Stereometrie als unentbehrlich er- 
achtete, für trügerisch: Die spätere Literatur ist nur wenig mehr auf 
seinen Versuch zurückgekommen^), obwohl er noch im gleichen Jahre 
(1863) eine weitere Abhandlung darüber veröflFentlichte. *) 

Was die Polygonometrie auf der Kugel anlangt, so wollen wir 
ebenfalls nur allgemeinere Untersuchungen über dieselbe ins Auge 
fassen, während wir die zahllosen Spezialabhandlungen über die Eigen- 
schaften des sphärischen Vierecks als den Anwendungen der Trigono- 
metrie angehörig bei Seite lassen. Abgesehen von dem schon S. 209— 210 
erwähnten Aufsatze Qu et el et s, in welchem er Oberflächenberechnungen 
von sphärischen Polygonen anstellte, die aus größten Kreisen und 
Kleinkreisbogen gebildet sind, begegnen wir zuerst 1827 jener Ab- 
handlung von J. L. Raabe, die uns schon einmal (S. 179) beschäftigte, 
als wir die Ableitimg der sphärischen Dreiecksformeln aus der Koordi- 

1) Im Archiv für Mathem. erschienen noch einige Artikel von Dostor 
(LVI, 1874, 247- -249, LVIII, 1878, 1) und von Hellwig (ebenda 180—184), 
welche sich ebenfalls des Eckensinus bedienten. Letzterer schlug vor, P durch 
Sin und JT durch Cos zu ersetzen, und zeigte an einigen Beispielen, wie dann 
gewisse t^traedrometrische Formeln sehr ähnlich den entsprechenden trigono- 
metrischen werden. — 2) Arohiv für Mathem. XL, 447 ff. 

▼. Braunmahl, Geschichte der Trigonometrie. II. 16 
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natentransformation besprachen. Die letztere diente ihm auch dazu, 
um zu zeigen, wie man allgemeine Formeln zwischen den Seiten und 
Winkeln von Kugelpolygonen, die aus größten Kreisen gebildet sind, 
erhalten könne. Er dachte sich nämlich den Mittelpunkt der Kugel 
als Anfengspunkt eines rechtwinkligen Koordinatensystems und brachte 
dies durch Drehung um den Anfangspunkt in eine zweite, dritte u. s. w. 
Lage, bis es nach w + 1 maliger Drehung wieder mit dem ursprüng- 
lichen zusammenfiel. Sowohl der Schnittpunkt der o: -Achse mit der 
Kugel, als auch jener der jer-Achse beschreiben dann bei dieser Drehung 
Polygone von w + 1 Seiten. Die Seiten des ersten a^, a^, ... a„ 
werden durch die Ebenen der Winkel ausgeschnitten, welche die 
rr- Achsen der aufeinanderfolgenden Systeme miteinander bilden, und die 
Außenwinkel 6^, fe^, ... 6^ dieses Polygons sind die Neigungswinkel 
der icy- Ebenen gegeneinander. Sind die Koordinaten der ersten Ecke 
(aotti) Xq^ r cos «q, y^^r sinÖQ cos &o, ^q = r sma^ sin&o, so liefern 
einerseits die bekannten Transformationsformeln successive angewendet, 
die Koordinaten des Durchschnittspunktes von a„_i mit a^ in Funktion 
der Seiten a^ \md der Winkel h^ ausgedrückt, andererseits sind aber 
die Koordinaten dieser Ecke x^_^ = r cosa^, y„_i = r sina„, z^_^ = 0, 
und die Gleichsetzung dieser Werte mit den durch Transformation 
gewonnenen liefert drei Hauptformeln, welche zwischen den Winkeln 
und Seiten des Polygons bestehen. Raabe stellte diese Relationen 
für das sphärische Dreieck (w = 2) und für das sphärische 
Viereck wirklich auf, entwickelte sie jedoch nicht für einen be- 
liebigen Wert von n, wahrscheinlich, weil seine Methode zu kompli- 
zierte Formeln gab, deren Bildungsgesetz nicht übersehen werden konnte. 
Dies unternahm 1836 der schon wiederholt erwähnte Anton Müller 
in seinem Werke „Die allgemeinen Gesetze der sphärischen Polygono- 
metrie und die allgemeinen Gleichungen der gauchen Polygone", 
Heidelberg 1836, 4^. Indem er nämlich gewisse Produkte aus Sinus 
oder Sinus \md Cosinus der Winkel und Seiten als eigene Funktionen 
einführte und ihre Gesetze studierte, gelang es ihm, die komplizierten 
Relationen in übersichtlichere Form zu bringen, die Gesamtzahl der 
überhaupt möglichen Beziehungen zwischen den Winkeln und Seiten 
festzustellen und dieselben zuerst auf 19, dann auf die geringste Zahl 
von 7 notwendigen Gleichungen zu reduzieren. (A. a. 0. p. 109 — 110.) 
Auch er hat aus seinen allgemeinen Formeln die speziellen für das 
Dreieck wieder abgeleitet (p. 113 — 115), indem er 19 Gleichungen 
angab ^), die teilweise neu waren. „Aus dem Mangel jener unter den 
vorstehenden 19 Sätzen, welche hier zum erstenmal gegeben werden", 

1) Vgl. dazu Dienger im Archiv für Mathem. VII, 1846, 226—288. 



Die Trigonometrie im 19. Jahrhundert. 243 

sagt er, „erklärt sich die Dürftigkeit und ünbehülflichkeit der Dar- 
legung in allen bis jetzt über sphärische Trigonometrie erschienenen 
Schriften." Doch haben, trotz dieser hohen Ansicht, die Müller von 
dem Werte seiner Formeln für die Dreieckslehre hatte, diese in der 
Zukunft keine weitere Beachtung gefunden, da ihr wirklicher Wert 
nur auf theoretischem Gebiete liegt. Übrigens scheint eine Schrift 
von ähnlicher Bedeutung wie die Müllers für die Lehre von den 
allgemeinen sphärischen Polygonen später nicht erschienen zu sein, 
während wohl einzelne Sätze über dieselben auch noch in neuester 
Zeit, so von G. Bernardi, mitgeteilt wurden.^) 

§ 8. VerBOhiedene Trigonometrieen und Verallgemeinerungen der 
goniometri80hen Funktionen. 

Zum Schlüsse unserer geschichtlichen Darstellung wollen wir 
noch einen raschen Blick auf die Verallgemeinerimgen der trigono- 
metrischen Lehren werfen, welche im Laufe des 19. Jahrhunderts ent- 
standen sind. Schon das 18. Jahrhundert hatte den Kreisfunktionen 
die hyperbolischen Funktionen an die Seite gestellt, und ihre Lehre 
fand im 19. Jahrhundert so viele Bearbeiter, daß es sich lohnte, die 
geschichtliche Entwicklung derselben eigens darzustellen. Dies ist von 
S. Günther in dem vortrefflichen Buche „Die Lehre von den ge- 
wöhnlichen und den verallgemeinerten Hyperbelfunktionen", Halle 
1881, 8®, geschehen, auf das wir hier um so lieber verweisen, als die 
hyperbolische Trigonometrie dem von uns behandelten Gebiete femer 
steht. Wir wollen nur noch erwähnen, daß sich ein weites Feld für 
ihre Anwendung in der „nichteuklidischen Geometrie" bot, indem 
sich die Hyperbelfunktionen am natürlichsten zur Darstellung der 
Formeln einer nichteuklidischen Trigonometrie oder, was auf 
dasselbe hinauskommt, einer Trigonometrie auf den Flächen kon- 
stanten negativen £rümmungsmaßes eignen.^) 

1) Giornale di Matern. XXIX, 1891, 63—67 und 173—194. Hier mag auch 
noch erwähnt werden: Stoll, Über sphilriBche Vielecke, die einem Kreise ein- 
nnd einem andern umschrieben sind. Zeitschr. für Mathem. und Phys. XXIX, 
1884, 91—110. — 2) Vgl. die Literatur bei Stäckel und Engel: „Die Theorie 
der Parallellinien von Euklid bis auf Gauß, Leipzig 1896, 8*, dann bei S. Günther 
a. o. a. 0. Sehr wichtig sind auch die aus dem Nachlasse von Gauß im VIII. B. 
seiner Werke 169 — 268 erst jüngst veröffentlichten Notizen, aus denen zu ersehen 
ist, daß Gauß spätestens seit 1819 schon im Besitze der wichtigsten Foi-meln 
der nichteuklidischen Trigonometrie war. Er leitet nämlich dort die Formeln 
zwischen den Seiten und Winkeln eines rechtwinkligen Dreiecks ab, die die Lobat- 
schewskijache und die sphärische Trigonometrie zugleich umfassen, indem er 
nur voraussetzt, daß die Euklidsche Geometrie für ein unendlich kleines Dreieck 
gilt (265—267). 1824 fand F. A. Taurinus die nichteuklidische (hyperbolische) 

16* 
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Der hyperbolischen Trigonometrie steDte 1852 James Booth 
eine parabolische an die Seite^), indem er statt der Kreisbögen und 
der Hyperbelsektoren Parabelbögen als Argument einführte. Dabei 
ging er von der durch die Gleichung tg «o = tg 9) sec % + tgx sec 9 
gegebenen Funktion von (p und % aus, die er mit tg ((p J_ %) ^®" 
zeichnete, während er tg ((pT x) "^ ^S9 ^^^ X" ^SX ^^^ 9 setzte.*) 
Hieraus folgt zwischen den drei Argumenten cd, % x ^^^ Differential- 
gleichung — — = — ^ H ~ , die bei gleichzeitigem Verschwinden 

ö ® cos Q) cos (p cos x' ® ® 

der Argumente die Inteirralgleichunir / — ^ = / — -- + / — ~ liefert. 

° 00 ®^ cos CO ^ cos qp ' ^ cos X 

Diese drei Integrale stellen aber Parabelbögen dar, welche vom 
Scheitel der Parabel bis zu Punkten gemessen sind, deren Normalen 
mit der Achse bezüglich die Winkel o), 9?, % bilden, imd man kann 
somit auf Grundlage der obigen Relation eine Trigonometrie der 
Parabel aufbauen'), die, wie Booth behauptet, ein richtigeres Ana- 
logen der Kreistrigonometrie ist, als die hyperbolische, da bei letzterer 
die Fläche Funktion eines Parabelbogens ist, während doch Bogen 
und Fläche eines Kreises durch ein und dieselbe Funktion aus- 
gedrückt werden. In der Tat gehen durch die Substitution 

tg y = i sin a, tg ;|; = i sin ß, tg co = i sin y 
und Veränderung der Zeichen _L und T iii + iind — die obigen 
Gleichungen über in sin y == sin (a ± /3) = sin a cos ß ± cos a sin /J, 
und neben jede der bekannten trigonometrischen Formeln stellt sich 
eine analoge der parabolischen Trigonometrie.^) Günther hat jedoch 
in der Schrift: „Parabolische Logarithmen und parabolische Trigono- 

Trigonometrie selbständig. Vgl. P. Stackel, Abb. zur Gesch. der Math. IX, 
401—427, sowie Archiv f. Math. IV, 1902, 142. Wieder gegeben wurden die 
Formeln der nichteuklidischen Trigonometrie von Cayley in denMathem. Ann. V, 
1872, 630. Vgl. auch Story, American Journal IV, 832 und V, 180. Eine 
elementare Ableitung gab M. Rethy im Archiv für Mathem. LVUl, 1876, 
416 — 422 und neuerdings ohne Benützung der Grenzfläche M. Simon im Journal 
für Mathem. 1892, CIX, 187—198. Vgl. auch die Vorlesung von F. Klein über 
„Nichteuklidische Geometrie" 1889/90, 118—120. 

1) Die parabolischen Logarithmen behandelte er schon in „The Theory of 
EUiptic Integrals" etc. 1861, dann die parabolische Trigonometrie in den P. T. 
von 1862, part II, 385 ff., femer in „A memoir on the trigonometry of the para- 
bola, London 1856 und endlich in „A Treatise on some new geometrical Methods", 
London 1873, I, 813. — 2) Die Zeichen _L und T werden „logarithmisch plus" 
und „logarithmisch minus" gelesen. — 8) Vgl. auch G. Egidi in Atti dell, 
Accad. Pontificia dei Nuovi Lincei, Roma 1894, XLVII, 16— ;J8. — 4) Eine 
Tabelle, in welcher die Formeln nebeneinandergestellt sind, teilte Booth sowohl 
in der Abhandlung von 1856, 264 als auch in seinem Buche 1,315 mit. Günther 
hat dieselbe p. 68 reproduziert, aber des Vergleiches wegen auch noch die ent- 
sprechenden Formeln der hyperbolischen Trigonometrie beigeschrieben. 
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metrie", Leipzig 1882, 8®, gezeigt, daß diese symbolische Trigono- 
metrie der Parabel nicht notwendig in der Natur der Sache begründet 
ist. Denn legt man die ron Lambert gefondene Zuordnung eines 
hyperbolischen und zyklischen Argumentes, d. h.* des gemeinsamen und 
des transjsendenten Winkels (S. 184) zugrunde, so deckt sich die von 
Booth aufgestellte Symbolik des ti*anszendenten Winkels mit der ge- 
wöhnlichen hyperbolischen Goniometrie des gemeinsamen Winkels in 
allen Einzelheiten. 

Die analytische Definition der Kreis- und Hyperbelfunktionen als 
rechtwinklige Koordinaten eines Punktes der Kurven a?* + J/* = 1, be- 
züglich a;*--y*««l gab S. Günther Veranlassung zu einer nahe- 
liegenden Verallgemeinerung, welche darin besteht, die rechtwinkligen 
Koordinaten eines Punktes der allgemeinen Kurve a;"» ± y*" = 1 als 
neue Funktionen des Winkels, welchen der Radiusvektor mit der 
a; -Achse bildet, einzuführen.^) Der Fall m = 1 führt auf die von 
Unverzagt*), allerdings von anderem Gesichtspunkte aus gewonnenen 
longimetrischen Funktionen, welche er durch die sechs Verhält- 
nisse definiert, die bei der Teilung einer Strecke ab durch einen Punkt 
c im innem oder äußern Verhältnis entstehen. 

Hat ds^egen der Exponent m in der Kurvengleichung die all- 
gemeine Form ^n^ wobei p und q irgend welche positive ganze 
Zahlen sind, so scheiden sich die oben definierten Funktionen in 
solche von zyklischem und solche von hyperbolischem Typus, je nach- 
dem sie aus der Kurve a;"* -f- y*" = 1 oder aus ic^— j/*"= 1 entstehen. 

Eine andere Verallgemeinerung der Kreis- und Hyperbelfunktionen 
fahrte Unverzagt dadurch ein"), daß er von einem Punkt Ä eines 

Winkels ABC =^ ß eine Linie AC unter dem schiefen Winkel A, statt 

Ä C 
unter 90^ gegen den Schenkel BC zog und die Verhältnisse ^-^, 

HC AH 

r-^ u. s. w. als Funktionen des Winkels ß definierte. Zur Schreib- 
weise dieser „schiefen trigonometrischen Funktionen" bediente er sich 
der Zeichen Sin /J, Cos ß, oder Sin;i/S, Cos^^/S, so daß Sin^/3 = sin/S u. s.w. 

2' . j . 

ist. Für den speziellen Fall X = ergaben sich dann wieder die 

oben erwähnten longimetrischen Fimktionen, die in der ihnen durch 

Unverzagt gegebenen Ausbildung in gewisser Beziehung zu den 

flamiltonschen Quatemionen stehen. Eine allgemeine Theorie der 

schiefen Winkelfunktionen hat Biehringer 1877 geschaffen*), während 

1) A. a. 0. Kap. VII. — 2) Theorie der geometrischen und longimetrischen 
Quatemionen, Leipzig 1876, 8**. — 8) Übrigens findet sich dieser naheliegende 
Gedanke schon bei Beyssell, Archiv für Mathem. XXXI, 1868, 299 aus- 
gesprochen. — 4) Über schiefe trigonometrische Funktionen und ihre An- 
wendungen, Nördlingen 1877. 
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Günther diesen Begriff auf die hyperbolischen Funktionen aus- 
dehnte.^) 

Was die eben erwähnten Quaternionen anlangt; so hat schon 
ihr Schöpfer William Rowan Hamilton (1805 — 1865) die neue 
Rechnung zur Ableitung sowohl der ebenen als der sphärischen 
trigonometrischen Hauptformeln angewendet'), und sein Schüler und 
Freund P. G. Tait (geb. 1831) hat diese in noch vollständigerer Weise 
gegeben,^). Endlich hat 1880 der Amerikaner J. W. Stringham*) 
in einer kurzen Note darauf aufmerksam gemacht, daß, wenn a, /3, ö 
die Vektorseiten eines rechtwinkligen Dreiecks bilden, und wenn man 
Quaternionen-Cosinus und -Sinus des Winkels zwischen a und ß durch 

^Q ^ ^ ) ^i ^ ~8 d^fi^i^rt, dann der Aufbau einer kompletten 

„Quatemionentrigonometrie" möglich ist, welche Analogieen zu allen 
den Formeln der gewöhnlichen „Skalartrigonometrie" bietet. So gibt 
zl B. die Quatemionenformel sq ^ + cq*^ = l sofort die Skalarformel 

Zu den oben erwähnten Verallgemeinerungen der Goniometrie 
kam noch eine hinzu, welche dadurch entstand, daß man statt des 
Kreises und der gleichseitigen Hyperbel eine Ellipse, beziehungsweise 
eine allgemeine Hyperbel zugrunde legte, Cosinus und Sinus wieder 
als die Koordinaten eines Kurvenpunktes definierte und sie als Funktion 
des doppelten Sektors auffaßte, der vom Radiusvektor nach dem 
Kurvenpunkt und von der .r -Achse eingeschlossen wird. Zuerst findet 
sich dieser Gedanke bei Gronau*^), zu einer vollständigen Theorie 
ausgearbeitet aber wurde er von C. A. Laisant^). 

Eine andere Art der Verallgemeinerung trigonometrischer und 
hyperbolischer Punktionen, für die zahlreiche Versuche vorhanden 

1) A. a. 0. 366 ff. — 2) Transactiona of the K. Irish Academy XXI, 1848 
(gelesen 1843), 197 und besonders 278 ff., ferner in Lectures on Quatemions, 
Dublin 1853, 8^ ebene Cosinusformel Art. 457, sphärische, Art. 524, 526, 829. 
Die ganze Trigonometrie ist in der Formel enthalten y*f^c^= — l, Art. 280. 
Vgl. auch Elements of Quatemions, London 1866, S'*, 210—213 und 367—369; 
379 — 381 findet sich eine Anwendung auf sphärische Polygone. Vgl. femer 
Graßmanns Andeutungen in seiner Ausdehnungslehre, Berlin 1862, 213 — 214. 
— 3) An elementary treatise on Quatemions, Cambridge 1867, 2. Aufl. 1873, 49, 
55, 56 — 60; siehe auch: P. Molenbröck, Anwendungen der Quaternionen auf 
Geometrie, Leyden 1893, femer F. Caspary in Nouv. Ann. 3. S. XVin, 1899, 
265—270 und Hessenberg, Trigonometrie, Leipzig 1899, 8®, die sich der 
Vektorenrechnung bedienen. — 4) John Hopkins üniversity Oirculars I, 1880, 
35. — 6) Auflösung der kubischen Gleichungen durch trigonometrische Funk- 
tionen des Kreises und der Hyperbel, Danzig 1861. — 6) Essai sur les fonctions 
hyperboliques, Paris 1874, 37 ff. 
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sind, liegt auf rein funktionentheoretischem Gebiete und bestand darin, 
daß man aus den sie definierenden Potenzreihen neue bildete, indem 
man z. B. in bestimmten Zwischenräumen Glieder wegließ und aus 
den übrigbleibenden Reihen die Eigenschaften der durch sie dar- 
gestellten Funktionen entwickelte. Indem wir bemerken, daß diese 
Untersuchungen bis auf Vincenzo Riccati zurückgehen, verweisen 
wir, da sie für uns zu fern liegen, auf das 9. Kap. von S. Günthers 
schon oft erwähntem Werk, worin wenigstens die wichtigsten Arbeiten 
hierüber besprochen sind.^) 

Erwähnung mögen auch noch einige Versuche zur geometrischen 
Darstellung der trigonometrischen Funktionen komplexer Variabein 
finden, während die Untersuchungen über diese Funktionen selbst 
sich der allgemeinen Theorie der Funktionen einer komplexen Variabein 
unterordnen und daher für ims nicht weiter in Betracht kommen. 
Gaston Tarry hat 1889 — 91 in der Association Franfaise^) eine 
„Geometrie gen^rale'^ entwickelt, indem er sich die Aufgabe stellte, 
auch die imaginären Elemente einer reellen Ebene durch sichtbare 
Symbole darzustellen. Seine Theorie, die viel Berührungspunkte mit 
Stau dt s Geometrie des Imaginären hat, ordnet sich ganz dem Eu- 
klidschen System unter, so daß z. B. nach der Definition der Ent- 
fernung zweier Punkte der Kreis wie bei Euklid definiert werden 
kann und die trigonometrischen Funktionen als die nämlichen Linien- 
verhältnisse wie im Reellen erscheinen. 

Eine geometrische Interpretation der Formeln der sphärischen 
Trigonometrie hat endlich Fr. Schilling 1891 gegeben.®) Sind 
A„ = A'„ + iA"„ die Winkel und i„ = r^ + «r„ (a = 1, 2, 3) die 
Seiten eines sphärischen Dreiecks oder die Seiten- respekt. Flächen- 
winkel des ihm zugehörigen Dreikants, und betrachtet man drei wind- 
schiefe Gerade G„ (a == 1, 2, 3), die die Kugel in reellen Punkten 
schneiden, so kann man die drei innem kürzesten Abstände konstru- 



1) Zur Ergänzung dieser Literaturangaben können noch folgende Be- 
merkungen dienen. Der erste, der sich nach Kiccati mit höheren Sinus be- 
schäftigte, scheint Höne-Wronski (1775 — 1858) gewesen zu sein. An ihn 
knüpft Yvon Villarceau wieder an, der in den Comptes rendus de l'Aca- 
d^mie de Paris mehrere Abhandlungen über die höheren Sinus veröffentlichte: 
LXXXVI, 1878, 1160—1166, 1216-1222; 1287—1290, XCI, 1880, 195—197. 
Femer sind noch zu erwähnen Appell ebenda 1877a, 540 und 1378, dann 
J. Farkas, XCI, 1880, 209—211; 278—281; 544—547. Royaux XCH, 1881, 
1276—1279. — Die älteren Arbeiten von Olivier, Hellwig u. a. hat schon 
Günther angeführt. — 2) Assoc. Fran9. pour Tavancement des sciences, XVIII, 
1889, 60—87; XIX, 1890, 182—185; XX, 1891, 90—117, und zwar stehen hier 
die Definitionen der trigonometrischen Funktionen. — 3) Göttinger Nachrichten 
1891, 188—190, oder Mathem. Annalen XXXIX, 1891, 598—600. 
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iereu^ welche im Sinne der auf die Engel zu gründenden projektiven 
Maßbestimmung zwischen je zweien derselben vorhanden sind. Be- 
zeichnet man dann mit A'^ den Winkel der beiden Ebenen, welche 
durch G^ und die zu ihr gehörigen beiden kürzesten Abstände gehen 
und reziprok mit ?'„ den Winkel der beiden Ebenen, die sich durch 
je einen der kürzesten Abstände und die zugehörigen beiden Geraden 
legen lassen, setzt ferner die durch jene Abstände auf den G^ ab- 
geschnittenen Längen = ? A"^ und die Längen der kürzesten Abstände 
selbst = ir„j so bestehen zwischen den sechs Größen A^ = A'„ + iA"„ 
und l^ = V^ + ir^ gerade die Relationen der gewöhnlichen sphäri- 
schen Trigonometrie.^) 

Hervorgegangen ist diese Interpretation, deren Beweis Schilling 
1894 mitteilte^), aus einem von Hamilton^) stammenden Satze, den 
er in geschickter Weise zu erweitem verstanden hat. 

Wir haben bisher, wie es unumgänglich notwendig war, um 
nicht ins Ungemessene zu geraten, die Anwendimgen der Trigono- 
metrie ganz von unsern Betrachtungen ausgeschlossen, doch können 
wir nicht umhin, zum Schlüsse unserer Darstellung auf das neben 
der Astronomie umfassendste Anwendungsgebiet wenigstens hinzuweisen, 
indem wir eine eingehende geschichtliche Darstellung, die sehr wünschens- 
wert wäre, andern überlassen. Wir meinen damit die sogenannte 
höhere Geodäsie, insofern sie nicht mehr die Eugelfiäche, sondern die 
sphäroidisch gekrümmten Flächen oder Flächen mit be- 
liebiger Krümmung als Operationsfeld wählt. 

Die Grundzüge der sphäroidischen Trigonometrie sind schon 
im 17. Jahrhundert durch Clairaut*) und Euler^) geschaffen worden, 
eine zusammenhängende systematische Bearbeitung aber gab erst 
Grunert^) im Jahre 1833. Derselbe schuf auch 1849 die für die 
Schiffahrtskunde wichtige loxodromische Trigonometrie unter 
Voraussetzung einer sphäroidischen Gestalt der Erde, wobei an Stelle 
der geodätischen Linie die schon von Nonius im 16. Jahrhundert ge- 
fundene Loxodrome oder die „Rhumbslinie"^) trat. 



1) Vgl. die Darstellung des Zusammenhangs dieser Interpretation mit der 
Auffassung der sphärischen Formeln als der Invarianten dreier quadratischer 
Formen und ihrer Funktionaldeterminanten bei F. Klein „Über die hyper- 
geometrische Funktion", 1894. — 2) Mathem. Ann. XLIV, 1894, 198—208. — 
3) Lectures on Quatemions, Dublin 1853, Art. 624, 526 und 529. — 4) Me- 
moires de TAcad^mie de Paris 1733, 1739. — 5) Mömoires de TAcadämie de 
Berlin 1753, 258 ff. — 6) Sphäroidische Trigonometrie, Berlin 1833, 4®. — 
7) Grunert, Loxodromische Trigonometrie, Leipzig 1849, 8^ Bezüglich Pedro 
Nunez oder Nonius (1492—1577) vgl. Cantor II,, 390. Nonius nannte 
diese Linie „rumbus", daher die deutsche Bezeichnung, während Loxodrome 
von W. Sn eil ins herrührt. 



i 
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Was die Trigonometrie auf beliebig gekrilmmten Oberflächen an- 
langt^ 80 kennt jeder Mathematiker den grundlegenden Aufsatz von 
öauß, die „Disquisitiones generales circa superficies curvas" 1827, 
die, aus praktischen Untersuchungen, wie sie die Oradmessung mit 
sich brachte, entstanden, eine umfassende Literatur ins Leben riefen 
und Fragen anregten, die in gewissem Sinne auch zu den Grundzügen 
einer Trigonometrie beliebiger Oberflächen führten. 

Wir schließen unser Werk mit einem Rückblick auf die Fort- 
schritte des vergangenen Jahrhunderts. Die Aufgabe desselben konnte 
nach den großartigen Leistungen Eulers und seiner Zeitgenossen nur 
in einer Vertiefung und Ausgestaltung der errungenen Resultate be- 
stehen, und so sehen wir denn auch, wie man sich bemühte, das Ver- 
halten der noch lange geometrisch gedeuteten Funktionen in den ver- 
schiedenen Quadranten festzustellen, wie man das durch Klügel als 
fundamental erkannte Additionstheorem allgemein zu begründen suchte 
und wie man bis in die neueste Zeit herein bemüht war, die beiden 
Trigonometrieen auf einer möglichst einfachen, aber sicheren Basis 
aiifzubauen. Sogar die hervorragendsten Mathematiker, wie Gauß 
und Mob ins, interessierten sich hierfür und widmeten namentlich der 
Ausdehnung des Gültigkeitsbereiches der sphärischen Formeln ihre 
Kraft. Andererseits war durch die vollendete Ausbildung der ana- 
lytischen Rechnung die Möglichkeit zum systematischen Ausbau der 
trigonometrischen Formeln gegeben. Diese wurden namentlich durch 
die beiden wichtigen Gruppen der Delambreschen und der L'Huilier- 
schen Gleichungen vermehrt, deren eigentümliche Stellung den andern 
gegenüber erst in den letzten Jahren durch die scharfsinnigen Unter- 
suchungen S tu dys präzisiei-t werden konnte. Neben diesen theoretisch 
und praktisch wertvollen Systemen, die noch unter Verwendung der 
elliptischen Funktionen und der Invariantentheorie Zuwachs an andern 
Formelgruppen erfuhren, vermehrte aber auch eine Menge kleinerer 
Beiträge den Besitzstand der sphärischen Trigonometrie und der Gonio- 
metrie, und die Sätze zur Berechnung kleiner sphärischer Dreiecke, 
die Maskelynesche Regel und die DiflFerentialformeln fanden wichtige 
Ergänzungen. Die durch Lagrange geschaflfene, durch Cauchy aus- 
gebildete Funktionentheorie legte die Notwendigkeit einer rein ana- 
lytischen Begründung der Lehre von den Winkelfunktionen nahe, 
welche bis auf die Gegenwart auf verschiedene Art versucht wurde; 
die Konvergenzuntersuchungen der trigonometrischen und zyklometri- 
schen Reihen und die einwandfreie Darstellung der Funktionen durch 
Produktentwicklungen gehören ebenfalls dem 19. Jahrhundert an, das 
auch den endgültigen Beweis für die Unmöglichkeit der Lösung des 
Quadraturproblems durch algebraische Prozesse erbrachte. 
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Die Piüzision, welche, durch Gauß veranlaßt, im 19. Jahrhundert 
immer mehr angestrebt wurde, zeigte sich auch in der Verbesserung 
der Tafeln, die in immenser Zahl erschienen, in den Methoden zur 
Berechnung der Funktionen auf hohe Stellenzahl und in der Schaffung 
einer eigenen Fehlertheorie der Logarithmentafeln. Die Polygono- 
metrie und Polyedrometrie, das einzige der zahlreichen Anwendungs- 
gebiete trigonometrischer Rechnung, das wir in unsere Darstellung 
aufnehmen zu müssen glaubten, fand ebenfalls detaillierte Bearbeitung, 
und in der Tetraedrometrie wurde sogar der Versuch gemacht, auf 
dem Tetraeder als Grundlage eine Raumtrigonometrie aufzubauen. 
Femer bot sich die Gelegenheit, die Lehre von den trigonometrischen 
Funktionen nach verschiedenen Richtungen zu erweitem und zu ver- 
allgemeinern; so entstand eine hyperbolische und eine parabolische 
Trigonometrie, es entstanden die longimetrischen und die schiefen 
Winkelfunktionen, die mit Hamiltons Quatemionen und Graß- 
manns Ausdehnungslehre in Beziehung stehen, und andere mehr. 
Endlich hatte die Ausbildung der höheren Geodäsie nahe gelegt, eine 
Trigonometrie auf beliebig gekrümmten Oberflächen zu schaffen, deren 
Grundzüge der unsterbliche Gauß in klassischer Weise festlegte. 



Berichtigungen und Ergänzungen. 

S. 27, Zeile 10 lies Tafel der Logarithmen der Zahlen. 

S. 28, Anm. 6 lies Prumm. 

S. 152, Anm. 1 sollte zitiert sein: R. Mehmke, Jahresbericht der Mathe- 
matikervereinigung VIU, 1900, 141 und 145—146 Anm. 16, sowie 149, Anm. 20. 

S. 157 ist in Zeile 4—6 „für sehr kleine Bogen" und in Zeile 7 „sogar*' 
zu streichen. Die Reihe in Zeile 11 muß heißen: 

cos 1 = 1 — ^ - -,-,--„ — .r,- • •; 
2 cosec* 1 8 cosec* 1 

in Zeile 12 lies Cosekante statt Sekante. 

S. 173, Zeile 5 — 6 lies „sphärischen Trigonometrie" statt „Raumtrigono- 
metrie". 

S. 193, Anm. 4 lies Paul Serret statt J. A. Serret. 

S. 216, Zeile 11 soll stehen „Y. Villarceau" statt J. v. Villarceau" und 
Zeile 12 e* statt e. 



Namen- und Sachregister. 



A. Arithmetik 3, 11, 29—31, 33, 59, 86, 
89, 127, 160, 162, 165. 

Abakua nccyxQ^^^og 27. arithmetische Reihe 3, 5, 6, 51, 110, 152. 

Abbildung auf den Punktraum 205. arithmetisch-geometrisches Mittel 216. 

Abül-Wafä 13, 20, 88. ^^rndt 178, 194. 

Additament«nmethode 213. Astrand 173. 

Additionslogarithmen 37, 231. Astronomie 5, 8, 17, 18, 20, 80, 37, 39, 

Additionstheorem der elliptischen Funk- 44, 45, 50, 53, 74, 77, 97, 139, 156, 158, 

tionen 194. 160, 162—164, 179, 180, 183, 193, 195, 

Additionstheorem der Thetafunktionen 196, 206, 207, 211, 212, 217, 231, 248. 

199. Asymptote 60. 

Additionstheorem der trigonometrischen Aufgaben, astronomische 78, 97, 155, 

Funktionen 72—74, 80, 92, 94, 96, 191, 210, 231. 

104, 106, 112, 114, 136, 156, 161, 168, Aufgaben, geodätische 78, 144. 

171—176, 194, 214, 215, 219, 233, 249. „ , trigonometrische 54, 130, 

Additionstheorem von Jacobi 205. 134, 187—140, 163. 

„ „ Weierstraß 206. August 172. 

Airy 211, 235. Ausdehnungslehre 201, 246, 250. 

Alexdjeff 224. Aiisgleichungsrechnung 214. 
Algebra 43, 46, 80, 130, 227. 

Allardice 197. ^ 

Altsted 49. ^* 

Analemma 35, 48, 91, 163, 164. Babbage 229. 

Analysis 61, 90, 94, 103, 104, 135, 160, Bacaloglo 196. 

154, 178, 174, 217—219, 223, 224, Bach 233. 

227, 286. Baker 48, 91, 164. 

Anderson 44, 55, 94. Ball 42. 

Angelitti 191. Baltzer 16, 172, 176, 186, 189, 194, 

Anger 185. 216, 287, 289. 

Anglin 226. Barrois 228. 

anharmonisches Verhältnis, siehe Doppel- Barrow 41, 60, 61. 

Verhältnis. Bartsch 24. 

Antilogarithmen 3, 13, 24, 25, 86, 230, baryzentrischer Kalkül 176, 186, 188, 240. 

234. Basis (der Logarithmen) 8, 4, 10, 11, 

Aperger 83. 27, 28. 

Apian, Peter 36. Baum 147. 

Appell 247. Becker 239. 

Araber 127. Bellavitis 185. 

Arago 169. Beltrami 224. 

Archimedes 23, 49, 56, 57. Bemardi 239, 243. 

Arcufikation 57. Bernoulli, Daniel 97, 102, 108, 109. 

Arcusfanktionen 72, 107, 223. Bernoulli, Jakob 65—67, 69—71, 74, 

Arcusmaß, siehe Bogenmaß. 102, 106,*111, 112, 114. 

Arcussinusreihe 62, 63, 65, 69, 218, 223. Bernoulli, Johann I. 69—74, 77, 78, 

Arcustangensreihc 63, 64, 80—83, 108, 100, 102, 103, 106, 107, 110, 118, 219. 

114, 115, 154, 223, 226. Bernoulli, Johann ü. 147, 154. 

Arealzahlen 231. Bernoulli, Nikolaus I. 107, 109, 111, 114. 

Aristoteles 86. Bernoulli, Nikolaus 11. 102. 



252 



Namen- und Sachregister. 



Bemoullische Zahlen 114. 

Bertet 63. 

Bertrand, L. 120, 161, 162. 

Beesel 126, 158, 211, 221. 

Besso 234, 236. 

Betafiinktionen 113, 115. 

Bettelheim 20. 

Beyssell 246. 

Bäzout 161, 163, 164. 

Biehringer 246. 

Bilfinger 102. 

binäre Formen 192. 

Binomialreihe 61, 217. 

BiOmsen 142, 143. 

Biot, J. B. 4, 7, 8, 10, 19, 67, 61, 66, 

66, 68. 
Blake 126, 166, 177. 
Bleibtreu 146. 
Bliseard 116. 
Bode 139, 162, 166, 167. 
Bogenmaß 78, 82, 86, 147—160, 168. 
Bohannan 219. 
Bohnenberger 213. 
Boineburg, v. 64. 
Boiti 224. 
Bolzano 220. 
Boncompagni 36. 
Booth 197, 244, 246. 
Borgnet 198. 
Borda 161. 
BoBCOwich 29, 91, 99, 166, 166, 163. 

164, 168. 
Bosmans 72. 
Bosse 66. 

BoSBut 109, 129, 172, 209. 
Brahe, Tycho de 63. 
Bramer 2. 

Breite, astronomische 167, 198. 
Bremiker 229, 236. 
Bretschneider, C. A. 141, 148, 183, 184, 

194, 196, 198, 203, 237. 
Briggs 11, 17—19, 24—32, 34, 36, 38, 

40, 43, 62, 64, 86, 160, 168, 228, 229. 
Brinkley 153, 217. 
Brisse 176. 

Broscius, siehe Brozek. 
Brouncker 69—61, 64. 
Bro:^ek 36. 
Brünnow 180. 
Bürgi 1—6, 10, 20, 22, 23, 27, 28, 43, 

64, 68. 
Bürmann 165. 
Buzengeiger 166, 183, 194, 206, 211. 

C. 

Cagnoli 37, 46, 137, 140—142, 147, 162, 
163, 156 — 157, 160—164, 176, 193, 
194, 207, 211, 214, 217. 

Cajori 26. 

Caldarera 218. 

Callet 149, 168, 213. 

Calläte 182. 



Caluso 168, 227. 

Camus 90, 146. 

Cantor, Georg 227. 

Cantor, Moritz 1—4, 6, 10, 12, 19, 27, 
80, 32—34, 36, 40—42, 46, 49, 64, 66, 
68, 69, 64, 67, 76, 78—80, 84, 88, 93, 
102, 116, 118, 248. « 

Cantzler 49. 

Cardanische Formel 76. 

Gardano 23. 

Carnot 146, 169—174, 177, 178, 186, 
236, 237, 289, 240. 

Cartesius, siehe Descartes. 

Casey 196. 

Caspary 246. 

Cassini de Thnry 169. 

Castillion 127. 

Caswell 46—48, 88, 96, 99, 122. 

Catalan 117, 207, 218, 222, 226. 

Cauchy 173, 174, 214, 217—220, 249. 

Cavalieri 34—37, 62, 88, 91, 94. 

Cavendish 43. 

Cayley 141, 207, 216, 221, 244. 

Ceva 99, 239. 

Charakteristik 29, 34, 46. 

Chartres 194, 223. 

Chasles 198, 201. 

Chauvenet 180. 

Chessin 216. 

Chevilliet 223. 

Chisholm 206. 

Chuquet 8. 

Clairaut 126, 248. 

Clausen 225. 

Clavius 66, 58. 

Clebsch 192. 

Coignet 72. 

Colüns 46, 64, 67, 61, 68. 

constructio (Neperi) 6, 6, 8, 9, 10, 16, 
17, 21. 

CoppemicuB 4, 123. 

Cosekante 26, 42, 46, 46, 94, 167, 166, 
224, 230, 236. 

Cosekantenreihe 219, 224. 

Cosinus 9, 18, 14, 23, 24, 26, 30, 32, 36, 
42, 48, 45, 46, 61, 64, 65, 71, 76, 77, 
88, 90, 92, 94, 96, 98, 104—106, 108, 
109, 112, 127, 140, 146, 147—149, 
162, 158, 166, 158, 166, 170, 176, 181, 
190, 204, 206, 216—218, 231, 286, 237, 
239, 242, 246. 

Cosinusreihe 62—65, 71, 85, 105, 153, 
157, 218, 284. 

Cosinussatz, ebener 11, 16, 26, 89, 47, 
58, 98, 136, 140, 172, 200, 209, 246. 

Cosinussatz, sphärischer, für die Seiten 
47, 96, 99, 100, 102, 103, 122, 128, 
126, 129, 132, 141, 166, 157, 164—167, 
177—179, 181, 183—186, 189, 192, 
194, 199, 203, 207, 246. 

Cosinussatz, sphärischer, für die Winkel 
124, 182, 166, 167, 189, 194. 

Cotangente 26, 26, 30, 82, 34, 42, 43, 45, 



Namen- und Sachregister. 



253 



46, 61, 88, 90, 94, 96, 106, 121, 186, 
148, 167, 160, 166, 197, 206, 224, 236. 

Cotangentenreihe 219, 224. 

Cotangentensatz (sphär.) 121, 124, 129, 
132, 183, 166, 166, 167, 189. 

Cotes 76, 77—79, 84, 97, 108, 153, 166, 

161, 168. 
Cousin 66, 116. 
Craig 184. 

Grelle 178, 194, 216, 217. 
Crofton 198, 194. 
Gros well 133. 
Crüger 20, 24, 26. 
Gmtze 86. 
Cycloide 40, 41, 69. 
Cyclotechnie 162. 

D. 

D'Alembert 66, 126, 129, 146, 163, 

169, 209. 
Darboux 10, 224. 
Dase 226. 
David 219. 
Dechales 61—63, 90. 
De Decker 31. 
Definition von sin x nnd cos x durch 

die Exponentialfunktion 107. 
Definition von sin {x -f t y) und 

cos {x + i y) 108. 
De Gelder 154. 
De Gua 126, 188, 146, 166—167, 

203, 240. 
De Haan, Bierens 31, 229. 
dekadische Ergänzung 30. 
Deklination 97, 103, 167. 
De la Caille 45, 129, 146, 166, 161, 

162, 164. 

De Lagny 71—73, 79—83, 100, 136, 

147, 164, 226. 
De la Hire 74. 
Delambre 8, 17, 89, 46, 53, 86, 139, 

160 — 162, 169, 179, 192 — 196, 

207—212. 
Delambresche Formel 182—186, 192— 

196, 200, 203, 204, 206, 249. 
De THöpital 70. 

De Moivre 69, 74—78, 100, 110, 134. 
De Morgan 12, 46, 116, 176, 214. 
Deparcieux 90. 
De Presle 219. 

Descartes 41, 56, 67, 103, 116. 
descriptio (Neperi) 2, 5, 11, 14, 16, 

18, 28. 
Determinantensätze 180, 181. 
De Ville 66. 
Dezimalteilung des Winkels 27, 28, 80, 

160, 161, 228. 
Dickmann 172. 
Dickstein 224. 
Dienger 287, 242. 
Differentialgleichung 78, 119, 120, 130, 

199, 216, 224, 244. 



Differentiabrechnung 64—66, 80, 129, 

153, 166, 161, 217, 219, 226. 
Differentialtrigonometrie 76, 78, 146, 

166, 168, 249. 

Differentiation trigonometrischer Funk- 
tionen 78. 

Differenzenmaschine 229. 

Differenzenmethode 28. 

Differenzenrechnung 160—162, 154, 
166. 

Differenzentabelle 28. 

Differenzreihen 63, 161, 162. 

Dinostratus 56. 

Dirichlet 175. 

Distanzmessung 43. 

Divergenz 108, 153. 

Dobinski 223, 224. 

D'Ocagne 218, 227. 

Dodson 86. 

D'Omerique 94. 

doppeldeutige Fälle des sphärischen 
Dreiecks 122, 128, 129, 209. 

Doppelmayr 44. 

Doppelverhältnis 191, 207. 

Dostor 222, 241. 

Drehungssinn 176, 188—190, 202, 288. 

Dreieck aus Eleinkreisen gebildet 129, 
209, 210. 

Dreieck, ebenes 12, 24, 29, 83, 44, 51, 
53, 78, 81, 87, 98, 126, 183, 188, 142, 
155, 156, 158, 159, 161, 162, 185, 194, 
197, 198, 211, 212, 214, 220, 222. 

Dreieck, rechtwinkligea 11—14, 16, 22, 
23, 84, 87, 48, 63, 66, 71, 74, 81, 82, 
88, 89, 94, 96, 103, 118—120, 122, 
124, 125, 128—181, 133, 135, 136, 
139, 141, 147, 156, 168, 161—164, 

167, 177—179, 184, 189, 197, 201, 
206, 207, 208, 210, 248, 246. 

Dreieck, schiefwinkliges 11, 12, 14, 22, 
35, 47, 53, 64, 96, 118, 127, 128, 129, 

182, 133, 186, 161 - 164, 167, 184, 
189, 207, 208, 229. 

Dreieck, sphärisches 12- 14, 16, 18, 20, 
22, 24, 29, 83, 85, 86, 47, 50, 52 - 54, 
66, 78, 88, 92, 97, 99, 118-120, 
122—126, 127—132, 134, 187 139, 
141, 146, 166, 156, 158, 159, 162, 
166—168, 178, 179, 181, 182, 184, 
186, 188—195, 197-199, 201 212, 
214, 222, 240, 242, 247. 

Dreieck, unendlich kleines 243. 

Dreiecksaufgaben 87, 99. 

Dreiecksberechnung ohne Tafeln 50, 92, 
188, 212. 

Dreiecksbezeichnung 103, 119, 120, 128, 
188, 140, 162, 168, 166, 209. 

Dreiecksfälle 22, 126, 128—130, 132, 

183, 146, 164, 201, 208, 209. 
Dreiecksformel, Heronische 87. 
Dreiecksklassen 191, 203, 204. 
Dreiecksnetz 211. 
Dreiecksumfang 48, 86, 191, 197. 



254 



Namen- und Sachregister. 



Dreikant 4T, 99» 123, 186, 163, 164, 

184, 185, 202, 240, 241. 
Dreiteilung 65, 74, 152. 
Du Bois-Reymond, Emil 97. 
Dürer, A. 56. 
Duffield 229. 
Duhamel 185, 220. 
Duun 160. 
Duprat 226. 
Durand 197. 
Dur^ge 194, 199, 215. 
Dziobek 207. 



£. 

e = 2,718 ... 4, 10, 114. 

c, Irrationalität von 154. 

e, Transzendenz von 227. 

EckensinuB 195, 237, 240, 241. 

Egidi 244. 

Eisenschmid 24. 

Eisenstein 215. 

Ellipse 179, 246. 

Elphistone 236. 

Elvius 37. 

Encke 212, 230. 

Eneström 37, 67, 111, 118. 

Engel 243. 

Ephemeriden 20, 89. 

Escher 236. 

Essen 194. 

Euklid 36, 243, 247. 

Euler, L. 66, 68, 77, 79, 81, 90, 91, 96, 
100—126, 128, 130, 132—138, 140, 
151-155, 160—163, 166, 168, 169, 
207, 209, 215, 218, 219, 223—226, 235, 
240, 248, 249. 

Euler, P. 102. 

Exponentialfunktion 106, 134, 216, 216. 

F. 

Faber 212. 

Fabri 41. 

Fagnano 116. 

Faktorenfolge 60, 64, 79, 105, 106, 110, 
111, 113—115, 117, 215, 223. 

Farkas 247. 

Faulhaber 33, 34, 49. 

Paure 210. 

Fehlergleichungen, siehe Hauptglei- 
chungen der Differentialtrigonometrie. 

Fehlerschätzung 78, 236. 

Fehlertheorie der Logarithmentafeln 
236, 250. 

Feldmeßkunst, siehe Geodilsie. 

Feldt 194. 

Fermat 41, 67. 

Ferroni 140, 154, 173, 179, 185. 

Ferrusac 174. 

Fiedler, W. 185. 

Figuren, sphärische 124, 125. 
yy y stereometrische 124. 



Finck 233. 

Fink, Th. 4, 11. 

Fisher 128. 

Fläche eines Kleinkreisdreiecks 209, 210. 

Flächeninhalt des sphärischen Dreiecks 
36, 36, 48, 66, 67, 120, 122, 
126, 197. 

Flächeninhalt sphärischer Foljgone 36, 
126, 209, 210, 241. 

Flächen konstanter negativer Krümmung 
243. 

Flächen, beliebige 118, 211, 227, 
248—260. 

Flamsteed 80. 

Fluente 63. 

Fluxion 63, 79. 

Felkes 92. 

Fontana 162. 

Formelgruppen, siehe Formelsysteme. 

Formelgruppen für Kleinkreisdreiecke 
210. 

Formelsprache (Schreibweise), trigono- 
metrische 42, 46, 49, 50, 67, 88, 92, 
93, 95—98, 101, 103, 106, 127, 128, 
133, 138, 142, 147, 160, 176, 220. 

Formelsysteme 98, 118, 121, 124, 136, 
145, 161, 165, 167, 173, 179, 180—184, 
193, 194—199, 201, 204, 206, 207, 220, 
242, 248, 249. 

Formen, quadratische 248. 

Forti 232. 

Fouchö 224. 

Fouret 222. 

Fourier 218. 

Fran9ai8 180. 

Franceur 235. 

Franke 185. 

Franke, Jan N. 36. 

Frenzel 219, 220. 

Friedrich der Große 88, 102, 129. 

Friesendorff 28. 

Frisby 116, 226. 

Frisch 19, 20, 22. 

Frobenius 39. 

Fubini 216. 

Fünfeck, ebenes 144, 146. 
„ , sphärisches 12. 

Fünfteilung der trigonometrischen Funk- 
tionen 55, 74, 162, 228. 

Fundamentalaufgaben, trigonometrische 
91, 93, 122. 

Fundamentalgleichungen der Polygono- 
metrie 142—146, 239. 

Fundamentalgleichungen des recht- 
winklig sphärischen Dreiecks 119, 
120, 124, 189, 167, 189. 

FundamentalgleichuDgen des schief- 
winkligen sphärischen Dreiecks 121, 
123, 124, 163, 164, 242. 

Fund amentalgleichungen ,gon iometri seh e 
46, 161. 

Fundamentalsatz der Polyedrometrie 
145, 168, 236, 238, 239. 



Namen- und Sachregiater. 255 

Fundamentalsätze (-formein) der ebenen Gelin 147, 175, 179, 222. 

Trigonometrie 136, 144, 165, 198, 246. Gellibrand 16, 27, 29, 30, 32, 38, 43. 

Fundamentalflätze (^-formeln) der sphäri- Gent 186, 195. 

sehen Trigonometrie 135, 136, 163, Geodäsie 33, 139, 140, 144, 155, 180, 

168, 177—189, 191—193, 198, 202, 194, 207, 208, 211, 212, 231, 238, 

204, 205, 214, 246. 248, 260. 

Funktion (das Wort) 67. geodätische Linien, siehe kürzeste Linien. 

Funktion, hypergeometrische 192, 206, Geoffroy 223. 

248. Geometrie, analytische 41, 43, 67, 94, 

Fnnktionaldeterminante 248. 175, 177, 179, 183, 190, 198, 236. 

Funktionen 62, 109, 216, 244, 246, 247. Geometrie, darstellende 47, 186. 

„ , algebraische 200, 201. „ , euklidische 19, 228, 243,247. 

„ , analytische 198, 205, 220. Geometrie, generale 247. 

„ , eindeutige 206. Geometrie, nichteuklidische 202,248,244. 

„ , elliptische 194, 198, 199, „ , praktische 49, 60, 140, 214. 

202, 205, 212, 216, 220—222, 232, „ auf der Kugel, siehe Sphärik. 

244, 249. „ der Stellung 146, 169, 171, 

Funktionen, ganze 204. 172, 177, 178, 186, 236. 

„ , homogene 204, 206. Geometrie des Imaginären 247. 

„ , hyperbolische 76, 111, „ des Maßes 172, 186. 

133—136, 168, 216, 218, 231, 232, geometrische Reihe 3, 6-7, 61, 110. 

243, 246, 246. Gergonne 117, 172, 179, 194, 223, 226. 

Funktionen, irrationale 200. Gerhardt, C. J. 64, 65. 

, lineare 204. Gerling 142, 193, 214. 

„ , longimetrische 246, 260. Gemerth 229. 

„ , periodische 216, 2ltf. Gerondal 207. 

„ , rationale 109, 200, 204. Gerono 193. 

„ , schiefe trigonometrische Gieswald 2 — 4. 

246, 260. Girard 35, 42. 
Funktionen, symmetrische 110. Girault 174. 

„ , transzendente 205, 219. Giudice 223, 234. 

„ (Linien), trigonometrische Giaisher, J. W. L. 10, 26, 27, 30—33, 

14, 18, 24, 27, 28, 30—34, 41, 42, 45, 41, 43, 46, 63, 86, 115, 146, 149—151, 

46, 60—62, 64, 66, 67, 68, 78, 79, 84, 154, 199, 219, 221, 222, 224, 2i>9. 

86, 90—96, 100, 101, 103, 104, Gleichungen, höhere 48, 76, 143. 

110—114, 118, 123, 126, 129, 133, „ , kubische 246. 

135, 140, 146, 148—151, 153, 167—160, „ , lineare 53. 

168—170, 173—177, 183, 196, 199, „ , numerische 83. 

212—216, 218—221, 223, 228, 230— „ , quadratische 37, 94, 143, 

232, 234—236, 243, 246-247, 249, 260. 144. 

Funktionen, trigonometrische, negativer Gleichungen, rationale 154. 

Winkel 170, 177. „ , transzendente (trigono- 

Funktionen,zyklometrischell4,219,223. metrische) 117, 139, 141, 142, 212. 

Funktionentheorie 214—217, 219, 223, Gnomonik 37, 90. 

247, 249. Götting 216. 
Funktionszeichen 67. Goffart 222. 

Fuß, N. 116, 138, 168. Goldbach 81, 97, 107, 113, 116, 116. 

„ , P. H. 81, 97, 106, 107, 111, 113, Goniometrie 68, 79, 81, 82, 92, 101, 103, 

115, 116. 136, 168, 169, 172, 176—177, 214, 

217, 220, 238, 240, 246, 249. 

Q. Goniometrie, hyperbolische 245. 

Galilei 34. goniometrische Funktionen, siehe Funk- 

Galois 40. tionen, trigonometrische. 

Gamborg 230. Gooden 91. 

Gammafunktionen 113. Gordan 228. 

Gardiner 63, 86, 86, 146, 148. Goudin 179. 

Gauß, C. ?. 12, 37, 126, 142, 149, 177, Govi 37. 

178, 184, 187—189, 191, 193—195, Gradmaß 78, 82, 158. 

202, 208, 207, 211, 213, 217, 220, 225, Gradmessung 60, 97, 249. 

227, 229, 230, 236, 240, 243, 249, 250. graphische Ableitung trigonometrischer 

Gauß, F. G. 230. Sätze 47, 91, 92, 99, 100, 168, 186. 

GauBsche Gleichungen, siehe Delambre- Graßmann, H. 201, 246, 260. 

sehe Gleichungen. Graves 196. 



256 



Namen-^ und Sachregister. 



s'Gravesand 86. 
Grabe 201, 224. 
Greenhill 199. 

Gregorius a St. Vincent 68, 60, 116, 133. 
Gregory, D. 63, 134. 
„ , D. F. 217. 
„ , J. 41, 66, 58, 59, 63, 64, 67, 

80, 81, 84, 112. 
Grenzbetrachtungen 218. 
Gretflchel 240. 
Grimmeißen, K. 42. 
Gronau 232, 246. 
Grüneberger 60. 

Grundformeln, siehe Fundamental- 
formeln. 
Grundgleichungen, siehe Fuudamental- 

sätze. 
Grunert 36, 174, 176, 185, 194, 195, 206, 

209, 211—213, 217—220, 223, 224, 

226, 238, 248. 
Gruppenbegriff 131, 201, 202, 205. 
Gruppentheorie 132, 203. 
Gudermann 137, 184, 194—198, 206, 

216, 216, 231, 232. 
Günther, S. 10, 20, 49, 76, 133, 216, 

243—247. 
Guhrauer 125. 
Gunter, E. 30, 31, 33, 40, 51. 



Hachette 240. 

Häbler 173. 

Häntschel 103, 175, 176. 

Hagen 102, 125. 

Hainlein 49. 

Halbseitensatz 122, 124, 132, 165, 167. 

Halbwinkelsatz 35, 47, 89, 122, 124, 
127, 132, 136, 165, 167, 174, 183, 
185, 194, 195. 

Halley 44, 80, 81, 85. 

Hamilton, W. R. 246, 248, 250. 

Hammer 78, 103, 118, 120, 157, 180, 
213, 214, 238. 

Hansensche Aufgabe 49. 

Harriot 35, 36. 

Harris 95. 

Hart 221, 224. 

Hauptgleichungen der Differentialtri- 
gonometrie 156, 214. 

Hauptprobleme der Polygonometrie 145. 

Hauptsätze (-formein), siehe Funda- 
mentalsätze. 

Hawney 91, 92. 

Hayden 226. 

Heegemann 231. 

Heinrich, G. 58, 84. 

Heinsius 128, 209. 

Helling 154. 

Hellwig 241, 247. 

Hemming 185. 

Henri on 33. 

Herberstein 74, 87. 



Herigone 39, 42, 52. 

Hermann, Jakob 70, 72, 73, 90, 97, 
102, 108. 

Hermite 222, 227. 

Heronsche Dreiecksformel,8iehe Dreiecks- 
formel. 

Herrmann, J. 230, 232, 233. 

Herwart 1, 20. 

Hessenberg 246. 

Hilbert, D. 228. 

Hill 213, 233, 234. 

Hindenburg 155. 

Hobert 149, 152. 

Hodgson 91. 

Höhenmessung 83, 43. 

Höne-Wronski 247. 

Holland 154. 

Hoppe 219, 239. 

Horrebow 90. 

Horsley 52, 57, 61. 

Hoüel 177, 230, 232, 

Hudson 210. 

Hue 195. . 

Hundertteilung des Winkels, siehe 
Zentesimalteilung. 

Hutton', Ch. 5, 8, 24, 26, 38, 34, 61, 
115, 143, 150, 152, 164, 155. 

Huygens 36, 56—58, 64, 66, 68. 

Hydrographie 71. 

Hyperbel 26, 60, 74, 134, 179, 246. 

Hyperbelfläche 60, 64. 

Hyperbelfunktionen, siehe Funktionen, 
hyperbolische. 

Hyperbelsektor 76, 134, 136, 232, 244. 



Ideler 149, 162, 179. 
Identitäten, algebraische 221. 

„ , trigonometrische 200, 

220—222. 
imaginärer Kugelkreis 191, 192. 
Infinitesimalrechnung 40, 66, 68, 122, 154. 
Inhalt des sphärischen Dreiecks, siehe 

Flächeninhalt. 
Inhaltsberechnung sphärischer Figuren, 

siehe Flächeninhalt sphär. Polygone. 
Inman 231. 

Integralgleichung 244. 
Integralrechnung 106, 129, 130, 153, 

212, 215, 217, 223. 
Inten^olation 59, 84, 85, 147, 149, 152, 

168, 235. 
Interpolationsformel 53, 86. 
Interpolationsmethode 4, 52, 53, 59, 84, 

100, 146, 235. 
Interpolationstafel 53, 148. 
Invarianten 192, 248. 
Invariantentheorie 191, 249. 
inverae Größen 169—171, 173. 
inversio xar &va7tlTi(f(oaiv 201. 
involutorische Substitutionen 205. 
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Koordinatentransformation 180, 204, 
J- 241, 242. 

Jack 219. Koppe 28. 

Jacobi, £. G. J. 199. korrelativeSystemevonCamot 169— 171. 

Jamet 223. kovariantes System 192. 

Japaner 227. KrafPt 97, lOS. 

Jenkins 209. Kreisfläche 68, 61, 64. 

Ji^insky 227. Kreismessung 64, 67, 69, 79, 81, 101, 

JOstel 20. 116, 146, 228. 

Jones 62, 76, 80, 84, 92, 98. Kreisteilung 66. 

Jonson, Woolsey 199. Kreisteilungsgleichungen 163, 217. 

Jordan 230. Kreisumfang 48, 66, 67, 64, 77, 79, 

Juel 173. 116, 117, 164. 

Junghann 196, 240, 241. Kreisverwandtschaft 176. 

Jungius 126. Kresa 94, 96, 101. 

kürzeste Linien 118—120, 248. 
Kugeldreieck, siehe Dreieck, sphärisches. 
K Kummer 126, 218. 

Kabasilas 36. ^""'''^^ algebraische 83 163, 227. 

Kästner 24, 33, 46, 49, 66, 68, 136, 138, " ^ Sr oXunff 74 

142, 163, 169, 160, 162, 166, 168. " ^"^'^^ uronung /4. 

Kanon der Sehnen, siehe Sehnentafel. 

„ , logarithmischer, siehe Tafel, L. 

logarithmisch trigonometrische. j p .« . , t^ , ^ •« 

Kanon rationaler Dreiecke, siehe Tafel La^kemLw 

der rationalen trigonometrischen Funk- Tocroix 179 217 219 
iTo^if^^ülc^t. ^«« \r«K,„p o^ß Länge, astronomische 167, 198. 

Kegelschnitte 68, 66, 191. 177-180, 1851 198, 199, 208, 206, 

Keogh 201 lli' 212, 214, 216, 217-219, 280, 

Kepler 2, 18-24, 88, 84, 88, 60, 60. r a * erre 888 

Keplerschea Problem 117. t aC.t.7 i tiTW« 

Kettenbmdi 69, 64, 79, 81, »U, tSe 28%6,V 168, 164. 

KetteAbruchentwicklung der trigono- ^*f!a^,,f ' ,?]' J]!' !!n~If^ I!?' 
metrischen Funktionfn 21«. {^^{f^^ Jt^^Sf; ^^?; ^f,; ^^?; 

Kettenbruchentwicklung von ^, ye , 231 232 246. 

-2-(yr— l) von Euler 114. Lampe 67,^234. 

Kewitsch 10. Landen sehe Transformation 199. 

Kleiber 199. Lansberg 4. 

Klein, F. 192, 201, 202, 206, 206, 228, Laplace 37, 161. 

244, 248. Leber, v. 149. 

Klinkenberg 146. Lebesgue 201, 224. 

Klügel 29, 67, 78, 104, 123, 136, 136, Lefort 67, 61, 66, 66, 161, 228. 

140, 161—163, 166, 169, 161, 162, Legendre 28, 36, 67, 160, 161, 168—161, 
168, 169, 176, 178, 179, 217, 218, 220, 168, 172, 178, 174, 179, 182, 196, 
223, 249. 210—212, 227, 232, 236. 

Kochansky 66. Lehmann 226. 

Kösters 176. Lehrgebäude der Trigonometrie 169, 166. 

Kombinationen 73. Lehrsätze, siehe Sätze. 

Komplementärfunktionen (Kofiinktionen) Leibniz 67, 61, 63 — 66, 68, 71, 80. 

34, 60, 61, 92. LeibnizBche Beihe 64, 66, 67, 108, 110. 

Konvergenz 70, 108, 109, 111, 163, Lemoine 222, 227. 

217—220, 249. Lemonnier, L. G. 46. 

Koordinatengeometrie, siehe analytische „ , H. G. 173, 186. 

Geometrie. Lentheric 209. 

Koordinatensystem auf der Kugel 198. Leonelli 37. 

V. Braunmühl, Geschichte der Trigonometrie, n. 17 
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Lexell 109, 187, 142—146, 168, 184, 196. Mascheroni 226. 

L'Höpital. siehe De l'Höpital. Maseres 6, 24, 26, 41, 61, 60, 80, 85, 

L'Huilier 144, 145, 153, 168, 195, 197, 162, 154. 

206, 209, 219, 236, 238. Maskelyne 157, 168. 

L'Hniliersche Formel 195, 196, 203, Maskelynesche Regel 157, 168, 213, 249. 

204, 249. Matzka 2, 4, 6, 117, 172, 180, 185, 

Ligowski 196, 212, 224, 232. 209, 213. 

Lindemann, F. 227, 228. Mauduit 155, 160—165, 179, 217. 

Lindenan 158, 183, 194, 206, 208, 211. MaapertuiB 97. 
Lindmann 235. Maurice 28, 53. 

Linien, trigonometrische, siehe Funk- Mayer, J. T. 140, 143, 150. 

tionen. Mehmke 228, 230. 

Lionnet 213, 233. Meißel 212. 

Liouville 227. Meister 238. 

Lobatschewskysche Trigonometrie, siehe Menelaus 43, 167. 

nichteukUdische Trigonometrie. Mercator, N. 60, 64. 

Lobatto 195, 196. Mertens 211. 

Logarithmen 1—15, 17—34, 37—39, 41, Mesologarithmen 23, 34. 

43—45, 49—53, 60, 67, 72, 74, 86, Methode der Grenzen 218. 

89, 90, 104, 106, 107, 112, 134, 135, „ „ komplement&ren Dreiecke 

146—151, 154, 156, 158, 168, 213, 163, 167, 189. 

228—230, 232, 234, 235. Methode der Maxima und Minima 118. 

Logarithmen, Briggssche (dekadische) „ „ unbestimmten Koeffizienten 

22, 24, 25, 27, 30-34, 37, 41, 43, 52, 65, 71, 140, 218, 219. 

148, 149, 232. Methoden, graphische, siehe graphische 

Logarithmen der Zahlen 5, 11, 18, 22, Ableitung etc. 

24, 27, 30, 31, 37, 86, 148, 149, 151, Methoden, trigonometrische 20, 25, 29, 

158, 228. 37, 38, 40, 44, 45, 51, 53, 84, 89, 95, 

Logarithmen, hyperbolische (natürliche) 96, 99, 101, 126, 128, 163—165, 201, 

5, 26, 148, 149, 232. 207—211. 

Logarithmen, Keplersche 21 — 24, 33. Methoden zur Berechnung trigonometri- 
, Nepersche 19, 24—26, 33. scher Tafeln 10, 27, 28, 52, 84, 85, 
„ , parabolische 244. 151, 152, 228, 230, 232—235, 250. 

„ , trigonometrische 22, 24, Methoden zur Winkelmessung 81, 82. 

26—28, 37. Metius, A. 4, 12. 

Logarithmensystem 4, 10, 27. Meyer, F. W. 173, 199, 200. 
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Reihe 8, 108. Michel 222. 
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Lorenz 164. ® n ' 

Lorgna 140, 156. Modulus der Briggsschen Logarithmen 86. 

Loria 23. „ „ elliptLschen Funktionen 199, 

Lovett 182. 221. 

Loxodrome 248, 249. Modulus des sphärischen Dreiecks 183, 

Lucas, £. 216. 199, 240. 

„ , F. 225. Möbius 176, 186, 188—190, 198, 201, 

Ludolph van Ceulen 56. 202, 206, 207, 238, 240, 249. 

Lüroth 234, 235. Moivre, siehe De Moivre. 

Lyons 156, 157. Moivrescher Satz, siehe Satz von M. 

Molenbröck 246. 

Mollweide 87, 98, 98, 133, 193, 207, 
212, 214, 221. 
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Macdonald 6. Mollweidesche Gleichungen 87, 93, 98, 

Machin 74, 80, 100, 112, 114, 164, 225. 141, 162, 165, 193. 

Mack 238. Monge 240. 

Maclaurinsche Reihe 219. Montucla 38, 55, 72, 94. 

Maestlin 19. Moon 217. 

Magini 35, 231. Moore 45. 

Maier, F. C. 72, 74, 81, 94—97, 101, Morin 38. 

103, 166. Morton 148. 

Malfatti 140. Mosdorff 158. 
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Moth 180, 181, 194—196. 

Motint 96. 

Mouton 62, 146, 151. 

Müller, A. 286, 240, 242, 248. 

Münchow 288. 

Mnirhead 216. 

Mnltiplikation der trigonometrischen 

Funktionen 28, 56, 71, 76, 100, 108, 

112, 217. 
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Murdoch 127. 

MuBcheliuB de Moschau 89. 
Mydorge 86. 



N. 

Näherungskonstruktionen von tr, siehe it. 

Nagel 212. 

Napier, siehe Neper. 

Napoleon I. 140, 169. 

Nasir Eddin 86. 

Nautik 18, 281, 248. 

n-Eck, siehe Polygon. 

Neil 208, 211, 213. 

Neper, J. 1—21, 23, 24, 26, 29, 31, 
88—86, 38, 50—62, 122, 124, 
130, 201. 

Neper, R. 6. 

Nepersche Regel 13, 14, 16, 18, 36, 88, 
120, 127, 180—132, 168. 

Nepersche Analogieen 16, 17, 19, 25, 
28, 29, 86, 42, 48, 48, 62, 68, 68, 89, 
100, 122, 124, 136, 139, 162, 164, 166, 
167, 186, 198, 194, 209. 

Newton, John 48, 94, 229. 

„ , Isaac 29, 41, 62, 68, 57, 60—70, 
76, 77, 80, 84—88, 98, 100, 112, 127, 
134, 227. 

n-Eant 240. 

Nonius = Nunez 248. 

Normalprojektion, siehe Orthogonal- 
projektion. 

Norris 41. 

Norwood 41, 46. 

numeri arteficiales 6. 

0. 

Olbers 212, 221. 

Oldenburg, H. 62, 61, 64, 66, 68, 88. 

Ollivier 247. 

Oppel, V. 93, 98—101, 163, 166, 186. 

Opus Palatinum 89, 230. 

Orthogonalprojektion 43, 48, 92, 

164, 289. 
orthogonale Substitution 202, 204, 205. 
Ostwald 103. 118. 
Otho 129. 
Oughtred 42, 48, 46, 46, 64, 66, 68, 

91, 92. 
Ozanam 62—64, 84, 90. 
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Tt berechn. v. Bürmann auf 160 Stell. 165. 

„ „ „ Clausen „ 248 „ 226. 

„Dase „ 206 „ 225. 

„ Euler „ 6 „ 110. 

„Euler „16—20,, 115. 

Halley „ 13 „ 80. 

„Lagny „ 127 „81,100. 
„ „ „ Machin „ 100 „80,100. 

226. 
„Newton,l8.„ 14 „ 66. 

[333] 
„ Richter „ { 400 „ 226. 
l600J 
„ „ „ Rutherford j, 440 „ 226, 
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707 j " 226, 
„ Sharp „ 72 „80,100. 

„ „ „unbekannt,, 164 „ 166. 
„Vega „ 140 „ 165. 
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166, Euler 114, 116, Gauß 225, J. Gre- 
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Kreisumfangs zum Durchmesser 80, 
110. 
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cartes' 116—117. 
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164, 168, 227. 

», Eettenlmchdarstellung von, 59, 64, 
114, 115, 224. 

TT, Näherungskonstruktionen u. -Formeln 
66, 67, 113, 116, 163, 224, 226, 227. 

9r, Produktentwicklung von, 69, 60, 64, 
113—116, 117, 223, 224. 
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110, 112—117, 225, von Glaisher 224, 
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Ä, Transzendenz von, 58, 83, 227. 
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164, 224. 

Page 96. 
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Funktionen 216, 219, 220, 224. 

Pasquich 164. 

Paucker, v. 194. 
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Pentagramma mirificum 12, 207. 
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PesButi 163. 

Peter der Große 102. 

Pezenas 68, 146. 

Pezzi 152. 

PfafF, J. F. 111, 114, 156. 

Pfleiderer 29, 45, 145. 

Physik 174. 

Pingr^ 127, 128. 

Pioche 226. 

Pitiscus 4, 6, 12, 20, 28, 31, 35, 49, 148. 

Planimetrie 240. 

Playfair 45. 

Pleskot 227. 

Plume 77. 

Poggendorff 40, 85, 146 

Poinsot, L. 217. 

Poisson 218. 

Pol (astronomischer) 97, 131. 

Polardreieck, siehe Sapplementardreieck. 

PolhGhe 103. 

Polster 225. 

Polyeder 145, 236—239. 

Polyediometrie 145, 168, 236, 238, 
240, 250. 

Polygon, ebenes 116, 142--145, 175, 
179, 237—239. 

Polygon, schiefes 145, 179, 236, 
239, 242. 

Polygon, sphärisches 36, 210, 241—243, 
246. 

Polygonalzag 175, 238. 

Polygonometrie 137, 142, 144, 145, 168, 
179, 214, 236, 238, 239, 241, 242, 250. 

Polygonsinhalt 144, 145, 237, 239. 

Potentialfunktionen von Gudermann 231. 

Potenzreihen 60, 105, 106, 111, 153, 216, 
218, 219, 247. 

Potenzsomm^i der Wurzeln 110, 153. 

Pothenot 54. 
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Poulain 222. 

Prestel 131. 

Primzahlen 113, 148, 149. 

Principia Newtons 52, 66, 84. 

Pringsheim, A. 154, 220. 

Prisma 179. 

Produkt, unendliches, siehe Faktoren- 
folge. 

Produktdarstellung von sin nz und 
cos h;? 112, 153. 

Produktformel, siehe Faktorenfolge. 

Produktzerlegung hyperbolischer Funk- 
tionen 111. 

Produktzerlegung trigonometrischer 
Funktionen 110—112, 161, 216, 219, 
220, 250. 
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Projektionsmethode 15, 173. 

Projektionssatz 172—175. 185. 200, 209. 

projektive Formeln 198. 

projektive Maßbestimmung 191, 248. 

Pronv. de 53, 150. 
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Prosinus 50. 

Proß 238. 

Prosthaphäresis 1, 12, 15, 20, 39, 

105, 173. 
Prouhet 137, 227. 
Prümm 28. 
Prytz 234, 235. 
P- Sinus, JI- Sinus 240, 241. 
Ptolemäus 36, 167. 
Puissant 180, 194, 204, 207, 208. 
Pund 131. 
Punktraum 205. 
Purser 29. 
Pyramide 180, 195. 



Quadrantendreieck 13, 162, 179. 
Quadrat, sphärisches 206, 207. 
Quadratrix 56. 
Quadratur des Kreises 44, 55, 56, 

58—61, 63, 66, 68, 72, 81, 84, 103, 

111, 112, 114—118, 168, 223—227, 250. 
Quadratur verschiedener Kurven 52, 56, 

61, 65, 69, 134. 
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metrische 245. 
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248, 250. 
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Quatemionentrigonometrie 246. 
Quetelet 58, 91, 209, 241. 
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und umgeschriebenen Kreise 210. 
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Raper 231. 

Raumpolygon, siehe Polygon, schiefes. 
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Rechnungen, astronomische 18, 20, 24, 

235. 
Rechnungen, trigonometrische 1, 11, 18, 

22, 34, 37, 67, 94, 127, 130, 133, 134, 

148, 156, 168. 228, 250. 
Rechnungsmaschine 229, 231. 
Rechnungsmethoden 1, 20, 27. 
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217, 218. „ „ Hamilton 248. 
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Reihen für sin - 90^ cos - 90^ ;; ;; Menelaus 48, 167. 
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^ 'i^ summen 110. 
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Reihenumkehr 68. 90—94, 99, 127, 138, 186, 186, 138, 
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Rektaszension 157. Sauri 160—162, 164. 

Rektifikation des Kreises 66, 61, 68, Saurin 81. 
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Sätze, trigonometrische. Schellbach 199, 215, 219. 

Renaldini 66. Scherffer 160, 161. 

Resultantenbegriff 199. Schering 226. 

Rethy 244. Scherk 223. 

Raynaud 172. Schickard 64. 
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Schlömilch 172, 186, 2iS, 220. 

SchmeiJBer 171, 182—184, 194, 203. 

Schmidt, W. 142. 

Schoder 280. 

Scholfl 149. 

Scholz 223. 

Schonte 32. 

Schreder 186. 

Schreibweise trigonometrischer Formeln, 
siehe Formelsprache. 

Schrön 229. 

Schröter 219, 220. 

Schubert, H. 280. 

Schubert, F. Th. 138, 167, 168. 

Schulz, K. F. 184, 186, 198. 

Schulz Straszni6ky 226. 

Schulze, J. K. 147—149, 162. 

Schumacher 177. 

Schwab 117. 

Schwenter 49. 

Scott 221. 

Sechseck, ebenes 144, 221. 

Segner 89, 128, 129, 160, 162—164, 170. 

Sehne 54—66, 68—71, 74, 129, 171, 179. 

Sehnendreieck 141, 211, 212. 

Sehnentafel 66, 67. 

Sehnenviereck 74, 100, 137, 171, 206, 221. 

Seidel, L. 223. 

Sekante 26, 27, 29, 31, 84, 41—43, 45, 
46j 62, 68, 71, 72, 90, 92, 147, 148, 
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Sekantentafel 86, 90, 147. 
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Servois 194. 

Sessen 2. 
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Sherwin 24, 80, 86, 86, 149. 

Shortrede 229. 

Siebenteilung 66. 
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Sinus des Komplementes, siehe GoBinus. 
„ , höhere 247. 



Sinuskalkül 104. 

Sinuslinie 40, 41, 67. 

Sinusreihe 62—64, 86, 10&, 111, 160, 

168, 167, 218, 286. 
Sinussatz, ebener 47, 136, 162, 166, 

172, 174, 176, 209. 
Sinussatz, sphärischer 14, 20, 88, 94, 99, 

100, 122—124, 127, 129, 132, 167, 

168—167, 179, 181—188, 200, 203. 
Sinustafel 27, 28, 49, 67, 66, 76, 86, 

88, 90, 92, 147. 
Sinus-totus 6, 8, 13, 14, 16, 21, 88, 98, 
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Skrivan 197. 
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Sniadecki 194. 
Sorlin 194, 197, 201. 
Sourvey 66. 
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Sphäroid 211. 
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Spirale 219. 
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